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HAUPTAUFSÄTZE 


Ein Gedankenmodell 


zur kinetischen Theorie der festen Körper. 
Von L. PRANDTL in Göttingen. | 


1. Vorbemerkung über die Versuchstatsachen, Wenn man den Zusammen- 
hang der Spannungen und Formänderungen bei einem Festigkeitsversuch näher untersucht, 
so zeigt sich, daß man neben einem umkehrbaren Anteil mehrere nicht umkehrbare Anteile 
unterscheiden kann. Der umkehrhare Anteil ist dasselbe, was man auch als rein elastischen 
Anteil bezeichnet; bei den nicht umkehrbaren Anteilen ist einer, der von den Belastungs- 
folgen abhängt, nicht aber von der darauf verwandten Zeit, und ein anderer, der eine 
deutliche Zeitabhängigkeit zeigt. Der erstere wird in Analogie zu einer ähnlichen Er- 
scheinung beim Magnetisieren von Eisen und Stahl elastische Hysteresis genannt, der 
zweite, die Zeitwirkung, umfaßt die Erscheinungsgruppe der elastischen Nachwirkung, 
die Abhängigkeit der Fließspannung von der Streckgeschwindigkeit und auch gewisse lang- 
same Zustandsänderungen, die in Veränderungen der Fließgrenze bestehen '). 

Für die magnetische Hysteresis hat E. Madelung in seiner Dissertation ?) einige 
bemerkenswerte Gesetze aufgestellt. Da sie sich für die elastische Hysteresis ebenfalls als 
richtig erwiesen haben, seien sie hier angeführt. Ich spreche sie zleich in der für die 
elastische Hysteresis passenden Form aus und erwähne dabei ausdrücklich, daß von den 
Zeitwirkungen bei dem Folgenden abgesehen wird; diese sind auch bei mäßigen Be- 
lastungen und nicht zu langsamer Versuchsausführung häufig geringfügig gegenüber der 
Hysteresis. Zunächst ein Begriff: 

Bei jeder Richtungsänderung im Verlauf der Spannung entsteht auch eine Rich- 
tungsänderung im Verlauf der Formänderung, d.h. wenn die Spannung erst wächst und 
dann wieder abnimmt, so gilt ein gleiches für die Formänderung. Die graphische Dar- 


') Da die Versuche immer gewisse Zeit zur Durchführung erfordern, läßt sich die Trennung 
zwischen zeitloser Wirkung und zeitlicher Wirkung im Experiment nicht völlig durchführen. Die EFin- 
teilung ist also zunächst mehr praktischer Natur. Ihr tieferer Sinn wird aber aus der vorliegenden 
Arbeit klar werden. 

?) Ueber Magnetisierung durch schnell verlaufende Ströme. Göttingen 1905. Ann. d. Phys. 17 
1905), S. 861. 
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stellung in der o-&Ebene (# = Spannung: & = Formänderung) liefert also, sofern die 


o-€Linie nicht umkehrbar in sich selbst zurückläuft, einen Knick des Linienzuges. 
Jeder solche Punkt heißt ein »Umkehrpunkt«. 

Nun die Sätze: 

I. Jede o-8-Kurve, die von einem Umkehrpunkt A ausgeht (« in Abb. I), ist durch die 
Koordinaten dieses Umkehrpunkts eindeutig definiert. 

>, Macht man einen Punkt der Kurve « durch Umkehr des Belastungsverlaufs zu einem 
neuen Umkehrpunkt B, so führt die in B entspringende Kurve 5 wieder zum ersten 
Umkehrpunkt A zurück. 

3. Wird die im zweiten Umkehrpunkt B entspringende Kurve 5 über den ersten Umkehr- 

punkt A hinaus fortgesetzt, so läuft sıe als Fortsetzung der Kurve weiter, auf der 

der Punkt A das erste Mal erreicht worden war; der Verlauf ist also gerade so, als 

ob der Zyklus ABA gar nicht vorhanden wäre. 

4 Aus dem dritten Satz folgt 
© BR unter anderem, daß, wenn man 
die Spannung nach Art einer ge- 
dämpften Schwingung verlaufen 
läßt, wobei die o-€-Kurve eine 
Art Spirale ergibt (Abb. 2), bei 

& / einer erneuten Belastungsände- 

[RABse2ı) [RAB85672] vr rung aus der Mitte der Spirale 

Abb. 1. Abb. 2. heraus die neue 0-€£-Kurve alle 

Umkehrpunkte der einen Seite 

durchschreitet. Diese »Durchschreitungskurve« besteht dann aus lauter Stückchen der 
einzelnen »Belastungskurven« und befolgt daher ein von diesen verschiedenes Gesetz. 

Ich habe diese Gesetze seinerzeit an Gußeisenstäben, die starke Hvsteresis zeigen, 
von Dr. S. Berliner!) nachprüfen lassen. Er konnte sie in allen Fällen. wo keine Zeit- 
wirkungen störend dazwischen kamen, sehr gut bestätigen. Im besonderen zeigte sich, 
daß die Durchschreitungskurven praktisch völlig mit der Kurve der ersten Belastung, der 
sogenannten jungfräulichen Kurve, ibereinstimmten. Auch bezüglich der Abwesenheit von 
Zeitwirkungen stimmte der Zustand im Mittelpunkt einer Spirale mit dem jungfräulichen 
unbelasteten Zustand überein. 

Bezüglich der Zeitwirkungen will ich mich hier kuız fassen und mich auf die 
Abhängigkeit der Fließspannung von der Streckgeschwindigkeit beschränken. Auf die 
elastische Nachwirkung werde ich später noch kurz zurückkommen, ebenso auf die lang- 
samen Zustandsänderungen, zu denen die Kristallerholung und die Rekristallisation gehören. 
Die Spannungsänderungen durch Aenderung der Streckgeschwindigkeit können, wenn von 
langsamen durch die Zustandsänderungen verursachten Nebenerscheinungen abgesehen 
wird, dem Logarithmus der Streckgeschwindigkeit proportional gesetzt werden. Das heißt 
also, daß zu einer arithmetischen Reihe von Spannungserhöhungen eine geometrische 
Reihe von Streckgeschwindigkeiten gehört. Die Spannungserhöhungen sind dabei von 
einer mit konstanter Streckgeschwindigkeit erhaltenen 0-&-Kurve aus zu rechnen. Dieses 
(tesetz ist beispielsweise bei Flußeisen in weiten Grenzen als richtig befunden worden ‘), 
wird aber auch in anderen Fällen meist bestätigt. 

















2. Das Modell. Nach diesen in das Tatsachenmaterial einführenden Bemerkungen 
gehe ich zum eigentlichen Gegenstand über. Es handelt sich um die Fragestellung: 
Können diese Vorgänge vom kinetischen Standpunkt aus verstanden werden? Gibt es 
cine brauchbare Theorie dafür? Diese Fragen hatte ich mir, angeregt durch die erwähnten 
Versuchsarbeiten, bereits damals vorgelegt und habe dann auch einen befriedigenden 
Weg. gefunden, aui dem man durch gehörige Vereinfachung der Aufgabe diesen Dingen 
auch rechnerisch beikommen kann. Th. v. Kärmän hat in seinem Artikel über die 
»Physikalischen Grundlagen der Festigkeitslehre« in der Enzyklopädie der mathematischen 
Wissenschaften‘) 1915 darüber berichtet. Ich selbst bin wegen meiner Inanspruchnahme 

I; Veber das Verhalten des Gußeisens bei langsamen Belastungswechseln. Diss. Göttinzen 1906. 
Ann. d. Phys. 20 (1906), 8. 527. 

-) H. Cassebaum, Ueber das Verhalten von weichem Flußstahl jenseits der Proportionalitäts- 
grenze. Diss. Göttingen 1911. Ann. d. Phys. IV, 34 (1911), S. 106. 

3) Eneyl. Bd. IV, Artikel 31, 8. 767 u. f. 
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dureh die Aerodynamik damals zu keiner eigenen Veröffentlichung über diesen Gegenstand 
rekommen. Inzwischen ist die physikalische Festigkeitsforschung durch das Studium der 
Kristallstrukturen und andrerseits auch durch die Atomphysik wieder modern geworden 
hei den reinen Phvsikern ist sie wohl zum ersten Male wirklich modern): es schien mir 
deshalb der richtige Zeitpunkt gekommen, die alten Dinge wieder hervorzuholen; dabei 
sind mir auch einige Verbesserungen in mathematischer Hinsicht geglückt'). 

Es handelt sich nun darum, von den verwickelten Vorgängen bei einem in unelasti- 
scher Formänderung befindlichen Molekelverband zu einem *reniügend einfachen Mecha 
nismus fortzuschreiten, ohne die wesentlichen Zige einzubüßen. Wir lassen uns von der 
physikalischen Erkenntnis leiten, daß man bei einem störungsfreien Kristall weder Hyste- 
resis noch Nachwirkung beobachtet. Bei Kristallhaufwerken sind daher in erster Linie 
die Verwachsungsstellen der einzelnen Kristallite, daneben auch Störungen des regel- 
mäßigen Gitteraufbaus im Innern für die Hysteresis und Nachwirkungserscheinungen ver- 
antwortlich zu machen. Nach vorangegangener bleibender Formänderung sind solche 
Baustörungen des Gilters auch im Innern der Kristallite zahlreich vorhanden. Sowohl bei 
den Korngrenzen wie bei den Baustörungen ergibt sich nun folgendes Bild: Zwei Gitter 
grenzen mehr oder minder unregelmäßig aneinander; zwischen ihnen befinden sich einige 
Molekeln, die ohne dem festen Gitterverband anzugehören, unter dem Einfluß der Anziehungs- 
und Abstoßungskräfte der beiden Gitter stehen. Jede dieser Molekeln mag an den einen 
Gitterverband fester gebunden sein als an den andern; es tut nan der Allgemeinheit der 
Betrachtung wenig Eintrag, wenn wir annehmen, daß diese loser gebundenen Molekeln 
sämtlich an dem einen der beiden Gitter elastisch befestigt sind. Bei einer Formänderung 
wird nun das Kraftfeld des anderen Gitters an den elastisch befestigten Molekeln vorbei- 
ziehen und diese dabei in wechselnde Gleichgewichtslagen bringen. Zur Vereinfachung 
machen wir noch die weitere Einschränkung, daß jede Molekel nur einen Grad der Be- 
wegungsfreiheit haben soll. In Wirklichkeit trifft dies nicht zu, jedoch werden die Teil 
chen meist eine Richtung aufweisen, in der sie am leichtesten verschieblich sind; unsere 
Einschränkung wird daher im allgemeinen nicht viel verderben. Damit sind wir bei 
unserem Gedankenmodell angelangt: Wir denken uns zwei parallel gegeneinander ver- 
schiebliche Lineale, von denen das eine (4) in regelmäßigen oder unregelmäßigen Ab 
ständen mit sehr vielen elastisch gelagerten Massenpunkten besetzt ist, die parallel zur 
Linealachse schwingen können, während das zweite Lineal (B) ein Kraftfeld trägt, wie es 
einem irgendwie schräg abgeschnittenen Gitter entsprechen mag. Von dem Kraftfeld, 
das wir uns, wie es bei einem Ionengitter wirklich zutrifft, durch Anziehungs- und Ab- 
stoßungszentren an den Stellen der Gitteratome erzeugt denken können, kommen für uns 
nur die Kraftkomponenten in Richtung der Beweglichkeit der Massenpunkte in Betracht, 
also abwechselnd rechts und links gerichtete Kräfte mit einer regelmäßig oder unregel 
mäßig wellenförmigen Intensitätskurve. Die Teilung des Kraftfeldes soll dabei jedenfalls 
inkommensurabel mit der Teilung der Ruhelagen der Massenpunkte sein. Die Form- 
änderung des festen Körpers wird bei dem Modell dargestellt durch die Verschiebung des 
Lineals A gegen das Lineal B, die zur Formänderung des Körpers erforderliche Kraft 
oder Spannung durch die Gesamtkraft, die als Summenwirkung der an den einzelnen 
\assenpunkten wirkenden Kräfte zu der Verschiebung der beiden Lineale gegeneinander 
erforderlich ist. 

Um zu übersehen, was sich bei dem Modell ereignet, wollen wir zuerst einen ein- 
zigen Massenpunkt betrachten. Seine Gleichgewichtslage ist jeweils dort, wo die elastische 
Kraft 7,, die vom Lineal A auf ihn ausgeübt wird, entgegengesetzt gleich ist der von B 
ausgelibten Feldkraft Pz. 

Die zeichnerische Darstellung von Abb 3 und 4 gibt einen guten Ueberblick über 
die vorhandenen Möglichkeiten. Es sind senkrecht zu einer X-Achse, die parallel der 
Liinealkante gezogen ist, die Kräfte ?, und Pz als Gerade und als Wellenlinie aufgetragen 
(ein nicht geradliniges Gesetz fir die elastische Kraft würde erundsätzlich zulässig sein, 
aber nichts Wesentliches ändern). Ein Massenpunkt mit der Ruhelage € findet sein Gleich- 
gewichtslage unter der Wirkung des Kraftfeldes in dem Punkt D, an dem Gleichheit 
wischen Pz und — P, herrscht. Wird nun A gegen B um den Betrag 5 verschoben 
\aus zeichnerischen Gründen wird man die Wellenlinie liegen lassen und die Gerade ver- 
schieben), so ergibt sich die neue Gleichgewichtslage D', wenn C um den Betrag S nach ('’ 


) Einiges davon stammt aus dem Wintersemester 1921/22, wo ieh meinen Studenten im Seminar 


darüber vorgetragen habe. 
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verschoben wird. Wenn die Verhältnisse so wie bei Abb. 3 liegen, so ergibt sich für jede 
Verschiebung S eine eindeutige Gleichgewichtslage des Massenpurktes. Im Fall der Abb. 4 
aber, wo das Kraftfeld stärker und die elastische Bindung weicher ist, kommen Fälle vor, 
wo mehrere Gleichgewichtslagen möglich sind. In dem gezeichneten Fall sind es drei; 
D und D” sind stabile Gleichgewichtslagen, wie man darch Betrachtung der bei einer 
kleinen Verschiebung des Massenpunkts auf- 
tretenden Kräfte leicht erkennt. Die da- 








Abb. 3. Abb. 4. 


zwischen liegende Gleichgewichtslage D" dagegen ist labil. Läßt man nun die Verschiebung S 
von Null an wachsen, so bleibt die Gleichgewichtslage D’ solange erhalten, bis die Px+-Gerade 
die Wellenlinie der Pz berührt. Hier fällt die labile Lage D"’ mit der Lage D’ zusammen, 
der Massenpunkt schwingt nach D" herüber und bleibt dort nach Abdämpfung seiner 
Sehwingungsenergie liegen. Wird nun S wieder verringert, so schwingt der Massenpunkt 
nicht sofort wieder in die alten Lagen zurück, sondern verbleibt in der Nähe der neuen 
l.aage, und zwar so lange, bis die P’,-Gerade den unteren Berührpunkt mit der Kurve 
erreicht. Dann erst kann durch einen neuen Uebergang die alte Lage wieder erreicht 
werden. Das Wesentliche ist also, daß sich für Hinweg und Rückweg andere Gleich- 
rewichtslagen und andere Kräfte ergeben. Da uns die Kräfte für die ÄAnwendurg des 
Modells die Hauptsache sind, wollen wir zu einer anderen Darstellung übergehen, wo die 
Kräfte als Funktion der Verschiebung S erscheinen. Wir brauchen dazu nur jede Strecke 
DE von dem zugehörigen C aus als Ü F senkrecht aufzutragen. Aus den Abb. 3 und 4 
entstehen so die Abb. 5 und 6; in letzterer liegen die drei zusammengehörigen Gleich- 


ewichtslagen jetzt senkrecht übereinander Ber 
F’, F’, F'"). Im Fall von Abb. 5 ergibt | 


sich für Hin- und hückwanderung derselbe 








Abb. 5. Abh. 6. 


Kraftverlaul, im Fall von Abb. 6 dagegen für den Hinweg der in Abb. 7 gezeichnete Ver- 
lauf, für den Rückweg der in Abb. 8 gezeichnete. 

Das Vorführungsmodell Abb. 9 läßt die einzelnen Vorgänge deutlich erkennen. Das 
Kraftield ist durch eine Wellenbahn ersetzt, auf der eine schwere Rolle hin und her rollt 
die Neigung der Schwerpunktsbahn der Rolle entspricht den Kräften Pz). Die elastische 
Kraft ist durch zwei Federn 7 und #, verwirklicht, deren Enden an dem Lineal A befestigt 
sind. Verschiebt man das Lineal A gegen die Wellenbahn B, so wird bei genirender 
Weichheit der Federn die Gleichgewichtslage der Rolle auf dem Gipfel der Wellenbahn 
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'abil und es treten die anhand von Abb. 6 bis 5 beschriebenen Vorgänge ein. Man kann 
dabei durch folgende Einrichtung die Zeichnung von Abb. 6 (bzw. 7 und ») vom Modell 
selbst erzeugen lassen. Auf dem Lineal A befindet sich rechts eine senkrechte Gerad- 
führung, in der sich ein Gleitstück @ bewegt, das einen Zeiger Z trägt. Das Gleitstück 
wird dabei von einer über Rollen ge- 

führten Schnur S getragen, deren an- (A) 
deres Ende an der Masse M befestigt .— | 
ist Dadurch ist der senkrechte Weg A 7 r 
des Gleitstücks und der Zeigerspitze bis Or 3119 
auf kleine Abweichungen gleich der Pe u; | r 
Längenänderung der beiden Federn, also , BB 
ungefähr proportional der Federkraft. Die bat 
warrerechte Bewegung des Zeigers stimmt 
aber mit der Verschiebung des Lineals A 
iberein, so daß tatsächlich die Größen 
von Abb. 6 wiedergegeben werden. Bei [ 
langsamer Bewegung des Lineals nach 
rechts zeichnet der Zeiger auf dem Brett 

die Linie von Abb. 7, bei Bewegung nach Abb. 9. 

links die Linie von Abb. 8. Der Sprung 

von dem einen Kurvenzweig zum andern vollzieht sich natürlich unter heftigen Schwin- 
eungen. Die labilen Gleichgewichtslagen lassen sich auch nachweisen; wegen der unver- 
meidlichen Reibung gelingt es mit einiger Behutsamkeit, die Masse ./ in jeder labilen 
l,age aufzustellen; der Zeiger steht dann auf dem mittleren Kurvenzweig. Es mag noch 
bemerkt werden, daß man durch Einsetzen stärkerer Federn natürlich auch den Typus zu 
Abb. 5 erhalten kann, doch hat dieser Tvpus für uns kein eigentliches Interesse. 

Nach dieser Betrachtung über das Verhalten des einzelnen Massenpunktes kehren 
wir jetzt zu unserem eigentlichen Modell zurück, das große Zahlen solcher Massenpunkte 
enthält. Es mag angenommen werden, daß die Wellen des Kraftieldes unregelmäßig sind 
und jedenfalls an verschiedenen Stellen verschiedene Höhe besitzen. Wir wollen nun 
zunächst nur solche Gegenden des Kraftfeldes auswählen, die alle dieselbe Wellenhöhe 
und Wellenlänge haben, und wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daß dann die 
Wellenform vollständig übereinstimmt und daß auch die elastische Bindung der Teilchen 
dieselbe ist. Auch von diesen Elementen eines bestimmten Typs sollen noch sehr viele 
vorhanden sein. Die Ruhelagen C der Massenteilchen (vergl. Abb. 4) werden nun aber 
nach Zufall über die verschiedenen Phasen der Welle verteilt sein, und wir werden da- 
her annehmen, daß sie über die ganze Wellenlänge gleichiörmig verteilt sind. Es ergibt 
sich so, wenn wir uns alle die untereinander kongruenten Wellenstücke des Kraftieldes 
so übereinander gezeichnet denken, daß sie sich decken, eine »Massenbelegung« der 
stabilen Kurventeile von Abb. 6, die in den mehrfach überdeckten Gebieten natürlich 
zunächst unbestimmt ist; welche Belegung vorhanden ist, wird im allgemeinen aus der 
Vorgeschichte bestimmbar sein. 









































3. Durchführung der ersten Näherung (Hysieresis). ls mögen nun die 
folgenden Bezeichnungen eingeführt werden: Die Abszisse im ruhenden System B (wellen- 
fürmiges Kraitield) sei x, das Kraftfeld in der Darstellung gemäß Abb. 6 (Krait in Ab- 
hängigkeit von der Ruhelage C) sei Ps» = f(x). Die anfängliche Ruhelage der Massen- 


teilchen oder — anders gesagt die Ruhelage der Teilchen, gemessen im bewegten 
System A (Lineal mit den elastischen Bindungen), sei %,; die Verschiebung des Lineals A 
geven das Kraftfeld B sei S:; dann ist für jedes Massenteilchen © % +. Die Dichte 
der Massenbelegung schwanke zwischen 0 und 1, im eindeutigen Intervall ist sie I: 
wo zwei stabile Lagen vorhanden sind, sei sie auf der »oberen Kurve u, auf der 
unteren Kurves — I — su. Mehr als zwei stabile Lagen sind möglich, sollen aber hier 


außer Betracht bleiben. Die Belegung einer Kurve kann sich nur an der Sprungstelle, 
nämlich am Ende der anderen Kurve ändern (»Ende« immer in der aurenblicklichen 
Kortschreitungsrichtune genommen) und weht dann (weren Eindeutigkeit) auf 1. Im 
Eamasn. aa zweideutigen Gebiets ist daher « eine Funktion von %, und ist, so 
weit es sich um den Anfangszustand handelt, willkürlich. Ist, wie wir annehmen 
wollen, das Kraftfeld rein periodisch, so brauchen wir nur eine Periode (Länge 21) 
zu betrachten. 
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Nimmt man für den spannungslosen Änfanrgszustand an, daß sich jeder Massen- 
punkt in seiner stabilsten lage befindet (was z. B. dureh Ausglühen erreichbar gedacht 
werden kann, wobei durch langsam abnehmende heftige Wärmebewegung jedem Teilchen 
(relegenheit geboten wird, seine stabilste Lage aufzusuchen), so erhält man die Verteilung 
von Abb. 10. Die resultierende Kraft ist durch die schraffierte Fläche dargestellt und 
ist hier 0). Eine Verschiebung S kleiner als die kritische Entfernung a gibt die Ver- 








Abb. 10. Abb. 11. 


teilung von Abb. 11. Die rechts neu hinzugekommene Belegung von der Länge S kann 
dabei auf das linke Endeiumgelegt werden, so daß sich dann die äußeren Grenzen der 
Belerung nicht’ zeändert haben. Im Innern hat sich aber die positive Fläche vergrößert, 
die negative verkleinert, es ist also eine positive Krait entstanden. Der Zuwachs an 
Fläche kann, wie leicht zu sehen, auch durch die in Abb. 12 schraffierte Fläche dar- 
gestellt werden. Aus dieser Abbildung ist leicht zu erkennen, daß die Kraft nahezu 
proportional S ist. Für positive und negative Verschiebungen S, deren Betrag kleiner 














Abb. 12, Abb. 13. 


als «a ist, ist alles umkehrbar. Für Verschiebungen > a springt aber die Belegung ge- 
m#äß Abb. 7 auf den anderen Zweig herüber, und es ändert jetzt sich die Fläche nicht 
mehr, so daß also die Kraft jetzt konstant gleich der für $—a wird, vergl. Abb. 15. 
Wird jetzt an einer Stelle 5, die Richtung der Verschiebung umgekehrt, so geht die 
untere Belegung den andern, der Abb. 8 entsprechenden Weg, auf dem zunächst wieder 


alles umkehrbar verläuft, bis bei einem Rückweg Sı — I— 2a das Zurückspringen auf 
die obere Kurve einsetzt. Der Verlauf der Gesamtkraft P abhängig von S ergibt damit 


folgendes Bild (Abb. 14): Ansteigen bis $=a; Konstanz bis 


zum Umkehrpunkt 5}: jetzt Sinken der Kraft; bei S—Sı —a 


Kraft = 0, von da an negativen Krait; von S=S, — 2a an 
Konstanz. Wählt man hier einen zweiten Umkehrpunkt Sa, 
so gelangt man nach einem Wege 2a(S—= Sa + 2a) wieder 


zum positiven Grenzwert der Kraft. Bei weiterem Wachsen der 
Verschiebung wird der erste Umkehrpunkt durchschritten und 
die Kurve setzt sich so fort, als ob der Zyklus zwischen &, und 
s; gar nicht ausgeführt worden wäre. Man sieht also, dab 





x unser Modell die Madelungschen Gesetze genau erfüllt. 
3, Bee Kehren wir jetzt zu dem allgemeineren Modell mit ver- 
Abb. 14. schieden hohen und verschieden langen Wellen des Kraftieldes 


zurück! Der Uebergang zu diesem ergibt sich in einfacher 
Weise, wenn wir eine große Reihe von Mechanismen der eben besprochenen Art mit 
verschiedener Elastizität, verschiedener Wellenhöhe und Wellenlänge zu einem Aggregat 
vereinigen und wieder nach der Gesamtkrafit fragen, die alle Mechanismen zu- 
sammen hervorbringeen. Da die Mechanismen alle verschiedene »Elastizitätsgrenze« a 
haben, werden die härteren (großes a) noch im umkehrbaren Zustand sein, wenn die 
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weicheren (kleines a) ihre Elastizitätsgrenze schon überschritten haben. Durch eine ge- 
eignete Mischung von verschieden harten Elementen läßt sich jede in Betracht kommende 
Form der Hvsteresisschleife erreichen. Man kann dabei unbeschadet des Erfolgs auch 
die Elastizität und die Wellenlänge aller Elemente gleich groß nehmen und nur durch 
Aenderung der Wellenhöhe verschiedene Werte von a erzeugen. Wenn F'($) ein Kraft- 
esetz nach Abb. 14 bedeutet und speziell #F(S,a) dasjenige mit der Elastizitätsgrenze a, 
jerner 9 (a) die Verteilungsfunktion, so wird die Gesamtkraft 


= /g(a)F(&,ÄA)da= Bd) 
0 


Da alles additiv ist, übertragen sich die Madelungschen Gesetze, die für alle F' gelten, 
auch auf ®. Sind zu Aniang alle Teilmechanismen in der Lage von Abb. 10 (jung- 
fräulicher Zustand), so wird die Elastizitätsgrenze jedes Teilmechanismus erreicht, wenn $ 
dem a dieses Teilmechanismus gleich wird. Nach einem Umkehrpunkt ist aber der 
Weg 2a zurückzulegen, bis die Elastizitätsgrenze dieses Teilmechanismus erneut über- 
schritten wird; daraus ergibt sich leicht, daß die jungfräuliche Kurve auch im allge- 
meineren Fall ein im Maßstab 1:2 verkleinertes Abbild der aus einem Umkehrpunkt 
hervorgehenden Belastungskurve ist. 


Es entsteht jetzt noch die Frage, wie man nach einer beliebigen Vorbehandlung 
den jungfräulichen Zustand wieder herstellen kann. Läßt man die Verschiebung S um 
irgend eine Mittellage &, mit der Amplitude $ı hin- und herschwingen, so werden alle 
Teilmechanismen, deren a > 5, ist, umkehrbar verändert, und diejenigen, deren « <{5ı 
ist, werden von einer Endstellung (Abb. 13) in die entgegengesetzte gebracht. Derjenige 
mit @«— Sı schwingt gerade zwischen seinen Grenzen. Führt man eine Schwingung mit 
langsam abnehmender Amplitude aus, so gelangt jeder Teilmechanismus, dessen a kleiner 
ist als die Anfangsamplitude 5}, einmal in diesen letzteren Zustand und befindet sich da- 
her nach Erlöschen der Schwingung in seiner Mittellage. Wenn die Amplitude rascher 
abrimmt, so kommt er wenigstens in die Nähe der Mittellage. Die Mechanismen mit 
a>S, werden dagegen nur umkehrbar um den Betrag X, entlastet. Bei der Wieder- 
belastung ergibt sich also bis S—- 5 + Sı das jungfräuliche Verhalten mit dem neuen 


Nullpunkt &,, darüber hinaus aber dasjenige Verhalten, das gemäß der statteefundenen 
Vorbehandlung ohne Ausführung der gedämpiten Schwingung eingetreten wäre. Die ex- 
perimentell gefundenen Hvsteresisgesetze erweisen sich also durch unsere Betrachtung als 
in der tieferen Natur der Vorgänge begründet. 


4. Zweite Näherung (Zeitwirkungen). Das bisher mit unserem Gedanken- 
modell Erreichte, das die Hysteresiserscheinungen umlaßt, aber von den Zeitwirkungen 
keine Rechenschaft gibt, wollen wir als die erste Näherung bezeichnen. Eine zweite 
Näherung muß auch die Zeitwirkungen mit umfassen. Es zeigt sich, daß auch diese 
der theoretischen Behandlung zugänglich sind. 

Wir gehen davon aus, daß jeder feste Körper Wärmeschwingungen ausführt. 
Die Amplituden dieser Schwingungen sind nicht konstant, sondern es gibt dem Zufall 
unterworfene Schwankungen, Steigerungen an einer Stelle, Abminderungen an anderen. 
In einzelnen seltenen Fällen können die Amplituden ungewöhnlich groß werden; diese 
ungewöhnlich großen Amplituden sind es, auf die wir hier unser Augenmerk vor allem 
richten müssen. Sie können ein Teilchen, das noch um ein endliches Stück von der Um- 
schnapplage entfernt ist, bis zur labilen Gleichgewichtslage (D" in Abb. 4) bringen, von wo 
aus es dann selbsttätig bis zur anderen stabilen Lage (D”) weiterschwingt und hier, da seine 
Schwingungsenergie durch seine Umgebung abgedämpft wird, auch verbleibt. Die für 
den Uebergang nötige Energie U ist gleich der Arbeit, die gegen die Diiferenz der Kräfte Pz 
und 7, auf der Strecke D' D" bis zur labilen Lage geleistet werden muß, also die in 
Abb. 4 schraffierte Fläche. Bei der Umzeiebnung in Abb. 6 geht diese Fläche in die 
Fläche rechts von F’ F” über (auch dort schraffiert). Für die Wahrscheinlichkeit des 
Auftretens einer den Betrag U überschreitenden Energie der Wärmebewegung, d.h. für 
die durchschnittliche Häufigkeit des Auftretens unter einer großen Anzahl von Fällen, 
dividiert durch die Anzahl der Fälle, gibt die kinetische Theorie der Materie die einfache 
Formel 
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U, ist dabei ein bestimmter Mittelwert der Schwingungsenergie des Teilchens. Die Wahr- 
scheinlichkeit wird winzig klein, wenn /’ einigermaßen groß gegen U, ist; sie wird = 1, 
d.h. Gewißheit für Y=0, d.h. U=0 ist immer überschritten. Wir brauchen nun noch 
eine Angabe für die Zeit, innerhalb derer eine Verteilung der Schwingungsenergie in eine 
andere davon unabhängige übergeht; diese Zeit, die von der Größenordnung der Schwin- 
gungszeit der Teilchen sein dürfte, soll 7 heißen. Ob sie genau genommen von der zu 
sehörigen Energie U abhängig ist oder nicht, mag ununtersucht bleiben; hier soll sie 
jedenfalls als konstant angesehen werden. Mit Hilfe der beiden eben erwähnten Größen 
Iäßt sich nun ein Ansatz über die zeitliche Aenderung einer gegebenen Verteilung der 
Belegungsdichte « aufstellen. 

Sind N Teilchen eines Teilmechanismus in einer bestimmten Position & innerhalb 
des Kraftfeldes und sind davon «N in der oberen, (I «) N in der unteren l,age, so 

e 


l 


werden durchschnittlich in jedem Zeitintervallz uNe "m Teilchen von der oberen in die 
U, 

untere Lage übergehen, (1 — u) Ne Um dagegen von der unteren in die obere, denn die 

Zahl der Uebergänge ist der Zahl der in der jeweiligen Ausgangslage vorhandenen Teil- 

chen proportional. Ui ist dabei die Energie zur Erreichung der labilen Lage von der 

oberen Lage aus, U, die entsprechende Energie von der unteren Lage aus'!). Die Werte 

für die Zeiteinheit erhalten wir, wenn wir die obigen Werte mit 1/7 multiplizieren. Die 


841: : : d y\ „d : A 
zeitliche Zunahme der Teilchen in der oberen Lage (« N)—= N“ wird also gleich der 
dt 


dt 
Zahl der Sprünge von unten nach oben vermindert um die Zahl der Sprünge von oben 
nach unten sein; wir erhalten, wenn wir die Gleichung gleich durch N dividieren: 


U, U, ° 

du 1 \ l ru 

== (1 - U)e m te .) u u Ne (1 5 
dt I 

bei einer zeitlichen Veränderung der Verschiebung S der Lineale gegeneinander behalten 

unsere N Teilchen ihre Lage gegen das Lineal A bei, also ist ihr %, unveränderlich, 

Daher wird, wegen = % + S, vergl. 3., ihr 


5 
dx de 


dt dt 


.e6 : ’ Lı : 2 . 
Der obige Difierentialquotient °“ bei festgehaltenen Teilchen (festgehaltenem &,) ist also 
It | 


( 


. . . . . ou e 
zu unterscheiden von dem partiellen Differentialquotienten bei festgehaltenem X. Unter 


ot 

Berücksichtigung der vorstehenden Beziehung ist also 
dı 7 du dE 

— - u . . . . . . . . . . (2), 

At ot Oz dt . 

. : 1 : : , u > #2 u 

U, und U, sind Funktionen von x; die Verformungsgeschwindigekeit —= (ft) sei eine 
at 


segebene Funktion der Zeit, gemeinsam für das ganze System; damit wird aus Gl. (1) 
eine partielle Differentialgleichung für « (x, ft), die im Prinzip für jede gegebene Anfangs- 
verteilung « (2%, 0) und jeden gegebenen Zeitverlauf der Verformung $(f) gelöst werden 
kann. Die Summation (Integration) über den 'T'eilmechanismus gibt dessen Kraftäußerung 
im Verlauf der Zeit und die Summation über die Teilmechanismen wieder die Gesamtkraft. 
Die Abhängigkeit der Vorgänge von der Werkstofitemperatur ist in dieser Rechenvorschrift 
mit enthalten, denn diese Temperatur ist proportional zur mittleren Schwingungsenergie U,„; 
läßt man daher diese in Gl. (1) verschiedene Werte annehmen oder auch als gegebene 
Funktion der Zeit variieren, so läßt sich selbst jede Wärmebehandlung vor oder während 
der Belastung im Modell nachahmen. Die Wirkung einer Temperaturerhöhung ist im 
übrigen die, daß die Zahl der Uebergänge wegen der Verkleinerung des Bruches U/U,, 
sehr vermehrt wird und Uebergänge, die vorher höchst unwahrscheinlich waren, nun 
erhebliche Wahrscheinlichkeit gewinnen können. 


I) Es wird anzenommen. daß die Uebergangsenergie nach dem Sprung von «den Nachbarteilehen 

rasch zerstreut wird, daß nieht wleieh andere Nachbartellehen ebenfalls Sprünge inachen. Derartige 

Vorgänge spielen vielleicht im Inneren der Kristalle bei der Ausbildung der durch den ganzen Kristall 

durchlaufenden Verschiebungen (Translationen), die die Grundlage für die plastische Verformung abgeben, 
eine Rolle, 
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Aus dem Vorstehenden ist also zu erkennen, daß unsere Gl. (1) für alle Aufgaben, 
hei denen der Zeitverlauf der Formänderung vorgeschrieben ist, das Verhalten eines 
rerebenen Mechanismus grundsätzlich zu berechnen gestattet. Ist die ganze Vorgeschichte 
‘Verlauf von 5 und U, für alle vorhergehenden Zeiten ')| bekannt, so ist auch die Kenntnis 
einer anfänglichen Verteilung von u dabei unnötig. Die Aufgaben, bei denen der Kraft- 
verlauf abhängig von der Zeit gegeben ist, lassen sich dagegen in direkter Rechnung 
nicht behandeln, doch ist es in dem wichtigsten Fall, der elastischen Nachwirkung, mög- 
lich, durch schrittweises Annähern Lösungen zu erhalten. Wie andere Aufgaben dieser 
Art auf Grund der Ergebnisse der Rechnungen mit gegebener Formänderung wenigstens 
näherungsweise angegriffen werden können, wird im Schlußabschnitt angedeutet werden. 
er mathematischen Durchführung der Rechnungen sind natürlich, wie meist, durch den 
Zeitaufwand Grenzen gesetzt. Einige Fälle, die sich einfach erledigen lassen, und die 
schon sehr Wesentliches enthüllen, mögen hier folgen. 


5. Durchführung für die Relaxation und Nachwirkung. Man versteht unter 
Relaxation (Erschlaffung) das Nachlassen der Spannung, wenn eine Förmänderung erzeugt 
worden ist und nun unverändert aufrecht erhalten wird. Wir haben also & = konst. zu 
setzen; die anfängliche Verteilung von « kann noch willkürlich angenommen werden: 

u(%,0)=y(X) zwischen zZ=+t.a. 


Irre 


d : x : a : 4 a . ’ .. 
Wegen ;- —=(0 in Gl. (2) ergibt sich hier für jeden Wert von X eine gewöhnliche Diife- 
( 


rentialgleichung nach /, die sofort integriert werden kann. Es ist 


U; 0 Us 
r ! , Zr r 
4 L m i - e [ u wi { ” 
U — rv(Ü)e *\ ae, Bosi (3). 


‘ 5 U, N P 
N 
m. oe m 


'» (x) ist dabei zunächst willkürlich (»Integrationskonstante«, die aber für jeden Wert von X 


einen anderen Wert haben kann). Für {= -+ » wird der Faktor von % (x) gleich null, 
daher ist die endgültige Verteilung U, 
7 
pP m / 
U. =— . . . . . . . . . (4 2 
P m + £ m 


Unter Umständen sind aber die Zeiten bis zum Eintritt dieser Verteilung, die einer völligen 
Entspannung entspricht, ganz ungeheuerlich groß. Nur bei sehr weichen Stoffen bzw. 
bei hohen Temperaturen tritt die Entspannung in praktisch in Betracht kommenden Zeiten 
ein. Die Bestimmung der willkürlichen Funktion ı (2) ergibt sich daraus, daß für /=0, 
wo der Faktor von w (x) = 1 wird 

KU. » er + Ab 
sein muß. 

Bei einigermaßen festen Körpern kommen gleichzeitige Sprünge nach unten und 
oben praktisch nicht in Betracht, da die der anderen Art jeweils viel zu große Energie 
erforderten und daher äußerst selten sind. In allen solchen Fällen kann 

U, (y 
2 108 2 U, 
n—y(X)e ° . . .. Ba) bzw 1—umt=g(Ve ° . (3b) 
seschrieben werden. 

Um weiter zu kommen, muß man U, und U, formelmäßig ausdrücken. Setzt man 
als Ausgangsfunktion in Abb. 4 etwa eine Sinuslinie fest, so erhält man hier für die Lage 
der Schnittpunkte % und E"” eine transzendente Gleichung. Deshalb müssen U, (2) und 
U/,‘7) numerisch oder zeichnerisch ermittelt werden. Ihr Verlauf ist durch Abb. 15 
wiedergegeben. Einen sehr guten Näherungswert bekommt man, wenn man den oberen 
und unteren Teil der Sinuslinie je durch einen Parabelbogen ersetzt. Dann werden auch 
die Kurven in Abb. 6 bzw. Abb. 15 oben Parabeln, der obere senkrechte Abschnitt wird 


Va x, der Inhalt = ’/; « (a — x)». Für U U, werde a x —b;: damit wird 
7; a r\ /2 U a 4 la 
. r 2 T J 
u = { ; entsprechend kann —- | gesetzt werden. 
um i , / Um b 


War der Werkstoff auf sehr hoher Temperatur gewesen, so genligt die Vorgeschichte von da 


da hier alles Frühere durch die heftige Wärmebewegung ausgelöscht ist. 
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Mit diesem Ansatz ist eine ganz bestimmte 
ltechenvorschrilt gegeben, die besonders für den ver- 
einfachten Ansatz (3a) ohne weiteres ausführbar ist. 
Nur die Integration, die zur Berechnung der Kraft 
nötig ist, macht hier Schwierigkeiten. Deshalb ist 
es zweckmäßig, in der Vereinfachung noch einen 
Schritt weiter zu gehen und das Gesetz für U; 
durch eine lineare Formel anzunähern (z. B. die 











(rerade in Abb. 15 unten) Wir wollen schreiben 
Ö U h i a 
T — A Bx, wobei dann immer noch die Kon 
U, 


stanten so gewählt werden können, daß die An- 
näherung der Geraden in demjenigen Gebiet am 
besten ist, das nach den Formeln die meisten Sprünge 





Ti 7 FOR 
- £ ” du B 
(das größte ) aufzuweisen hat. 


at 
Ist /ı (@) der obere Zweig und f(x) der 
untere Zweie der Kraftkurve in Abb. 15, so wird die Gesamtkraft in unserem Teilmecha- 
nismus 


ADD. 1D, 


+ (Ad - (A + A 
P /Iu fı v) (1 u l: dr /u fı x) — f: z\)dx + /f: (x) a ; (6). 
Die scheinbare Bevorzugung von f, (X) erklärt sich daraus, daß durch die Wahl der 
Größe « die beiden Zweige der Kraitkurve formal ungleich bewertet sind. Wenn, wie 
hier immer angenommen wird, die beiden Zweige der Kraftkurve kongruent sind, dann 


ist übrigens /f, (7) d® fh (z) dx, wodurch die Symmetrie auch in den Formeln zum 


Ausdruck kommt ') 

Man kann auch den Ueberschuß von P gegen die Kraft P_ berechnen, die der 
Verteilung «= «, entspricht, die auch vor der Belastung geherrscht haben mag. Für 
kongruente Kraftkurven wird übrigens P,= (0, für nicht kongruente wird man es aus 
phvsikalischen Gründen ebenfalls fordeın, so daß P— P,„ immer mit P gleichbedeutend 
ist; damit ergibt sich dann als zweiter Ausdruck für ? 


r (1 
P= / u fı 2) —- hla)lde . ..: 2. ER, 5 8 
Außerhalb der Grenzen % —- a braucht das Integral nicht betrachtet zu werden, da hier 
zeitliche Aenderungen der Belegung nicht möglich sind. Die Betrachtung von Abb. 15 
zeigt nur, daß die Sprunghöhe fı (X) fı (2) für allex zwischen —a und +a nur wenig 


veränderlieh ist; der Fehler ist daher nicht groß, wenn sie konstant gesetzt wird. Wir 
setzen deshalb angenähert 


fj y Fo Er >> #» 


und erhalten so den endgültigen Ausdruck für die Kraft aus Gl]. (7) 


PRSEIBR OR 
Gl. (6) liefert jetzt. da 
f 
/ e)da )a—= — (a Ist, 
7 
1) v| F- " , e\ 
P: C )J uda a a 9), 
wofür in dem häufigen Fall, daß für © <0 überall «= | ist, auch 
r C/u a ea 6,5 Fe (94) 
() 
Eine völlig svmmetrische Darstellung wird erreicht durch Einführung eines anderen Be- 
ezungsmaßes 7 /s(14 au a(l— m); m läuft von —1 bis +1. 
s I 











N. 
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reschrieben werden kann, eine Beziehung, die auch aus Abb. 12 unschwer herausgelesen 


+ a 
werden kann. Im übrigen führt Gl. (5) wegen /u, dx — a [vergl. die Gl. (14) im 
'oleenden| ebenfalls auf Gl. (9). Die Integrale in u 





61. (8) und (9a) und der Klammerausdruck in Gl. (9) 
mögen zur Abkürzung gemeinsam mit X" bezeichnet 
werden. so daß also P= (ÜX* ist: x©* ist dabei die 
Grundlinie des Rechtecks von der Höhe 1, in das die 
dem Integral entsprechende Fläche verwandelt werden 
kann, vergl. Abb. 16. 

Zur Berechnung der Kraft für die Relaxation 
ergibt sich zunächst bei hartem Werkstoli unter Ver- Abb. 16. 
nachlässigung der umgekehrten Sprünge, also unter 
Zugrundelegung von Gl. (3a), mit U/U„=A—-Brxund y(a)=| 


f 














BR DR ir Ba 


T sah \ 
iR —H, P 2 . ; : . j . (10). 


‚Bx 


ze’ 7, ist jetzt eine neue Zeitkonstante, die wegen des großen Wertes A in den hier 
betrachteten Fällen meist außerordentlich groß ist. Die Annahme, daß die umgekehrten 
Sprünge vernachlässigt werden dürfen, läßt sich jetzt auch so ausdrücken, daß / klein ist 
gegen 7Tı. Für negative Werte von X und ein Stück weit noch für positive © wird / 
praktisch Il; in der Gegend aber, wo te”*“ von der Größenordnung von re" wird, 
nimmt @ ziemlich rasch praktisch auf 0 ab. Die mit k — 500 und k = 50 bezeichneten 
Kurven von Abb. 17 können als Darstellungen des Verlaufs von 4 für zwei Zeiten /, und f,; 
gelten. Die beiden Kurven sind bei Anwendung unserer Näherung kongruent. Es ist nun 


A RB ’ 
[3 


/m dt= /e “ dx 
() 0 
zu berechnen. Durch partielle Integration wird 
A dA ) 1 
/ U dı= UX|ı— /*® d u=/% d u, 
Ö () | ) 
da «x sowohl für <=0 wie für 2=a verschwindet (das letztere nur mit praktischer, 
aber immer ausreichender Genauigkeit!). Durch Umkehren der Funktion u (&%) wird 
z(u)=1/Bihn(-nW—htn}. .». .:» 2.2... (1l) 
woraus, nebenbei gesagt, sofort zu sehen ist, daß zwei zu verschiedenen Zeiten gehörige 
Verteilungen kongruente Kurven ergeben, von denen die spätere durch Verschiebung 
längs der X-Achse nach links um den Betrag ı/BInt,/t, aus der ersteren hervorgeht. 
Daraus ergibt sich übrigens sofort, daß in dieser Zeit die Kraft um 
Pı MAT 5%, 


abgenommen hat. Diese Abnahme wird also immer langsamer, hört aber nie auf und 

erreicht in beliebig großen Zeiten (nach der Näherungsformel) beliebig große Beträge. 

Damit ist bereits alles, was man praktisch von unserem Modell wissen will, erreicht, und 

es sei hinzugefügt, daß beim Zusammenarbeiten beliebiger Teilmeechanismen wieder die 

Form von Gl. (12) herauskommt, da alle Teilbeträge propoıtional In f/f, sind. (Nicht 
, 3/ 








d . ! l (dl in 2 
ganz so ist es, wenn man den genaueren Ansatz — | ) verfolgt.) 
Um b 
| 
Das /edu läßt sich im übrigen vollständig anschreiben. Durch partielle Inte 
0 


gration läßt sich in ( -Inu)du auf den Integrallogarithmus bringen und gibt nach 
Jahnke-Emde S.19 den Wert — 0,5772... Damit wird 
P mm ef dx = C/B[In rı — Int — 0,5772) = C/B[A-+1n r — Int — 0,5772] (12a). 
() 
Bei weichen Werkstoffen (z. B. Eisen bei Rotglut!) müssen die umgekehrten Sprünge 
init berücksichtigt werden. Setzt man hier // = A— Bx und U, (gemäß Abb. 15 spiegel- 
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bildlich zu U,J=4A-+ Br, mit Werten von Aund B, die etwa den Tangenten im Schnitt- 
punkt von U,(xX) und U, (x) in Abb. 15 entsprechen, so liefert Gl. (3), wenn wieder 
reÄ— r, gesetzt wird, den Ausdruck 
f 
e Ba . (Ba + e£ Br ‘ 
HM m -w(z)e %ı u en 


- „Bx Ad Ba 


und für =» ergibt sich 
o—Bx we ” 
1, — - _1—-MBE) ..:.: 0.1), 


2 eBxzre-Bx 2 


- 


4, ist durch die mit k — 0 bezeichnete Kurve in Abb. 17 wiedergegeben, die nun nicht 
mehr kongruent zu den früheren -Kurven ist. 


L n 
> di 


Gemäß Gl. (8) ist nun /(u - u,)dx—-%* zu bilden. Wir lassen nun wieder für 
t—=0 u | werden, was nur bedeutet, daß viel größere Belastungen als die augenblick- 
lich noch vorhandene vorhergegangen sind. Damit ist gemäß dem Früheren y (2) = 
| u, zu setzen. Den ganzen Uebergang von der früheren Näherungslösung zu der hier 
vorliegenden strengeren Lösung zu verfolgen, wäre sicher lehrreich, doch läßt sich die 
Integration nicht allgemein durchführen, deshalb sei hier nur das allerletzte Stadium 


untersucht. Der in Gl. (13) neben ?/r, stehende Faktor e’* He" — 260} Bx ist für 
x—0 am kleinsten, nämlich — 2; er wächst mit der Entfernung von C— 0 rasch, was 
23 
— &tej Bx . j ea a 
bedeutet, daß e beix=0 am größten ist, für Zeiten f, die von der Größen- 


ordnung 7, sind, aber nach beiden Seiten hin sehr stark abnimmt. Es wird also nur ein 

Stück der Belegung bis zuletzt neben /„ stehenbleiben, dessen Erstreckung in der 

x-Richtung von der Größenordnung !/B ist und dessen Höhe bei <= (0 wegen u, (0) = '/s 
ur 


durch '/,e ı gegeben ist. Damit wird aber #* Yu — u,)dx von der Größen- 
2 / ö 2t 
1 r i FR . ’ | C - 
ordnung __ e ı und die zugehörige Kraft =( x" von der Größenordnung Ru 
> | 2B 


Dieser Ausdruck stimmt formal mit der Max wellschen Formel für die Relaxation!) über- 
ein. Die Zeit 7,/2 spielt dabei die Rolle der Maxwellschen Relaxationszeit. 
Für einen Mechanismus, der aus einer Anzahl solcher Teilmechanismen besteht, 
wird also eine Kraft 
)r 


Befall: 7 2... 0“. + » 7 8 
zu erwarten sein. 

Die Relaxation ist der Beobachtung schwer zugänglich. Bei der mit ihr verwandten 
elastischen Nachwirkung führen jedoch die Beobachtungen je nach Lage des Falles 
auf das Gesetz von Gl. (12) oder auf das von Gl. (15). Das letztere ist von Wiechert?) 
auf Grund von Versuchen aufgestellt und viel behandelt worden; das erstere wurde später 
von Bennewitz an gebogenen Glaslälden festgestellt’). 

Die elastische Nachwirkung, bei der es sich um l’ormänderungen bei konstanter 
last bzw. um solche nach völliger Entlastung handelt, gehört zu den Aufgaben, die sich 
mit unseren Formeln nicht unmittelbar lösen lassen. Doch führt hier folgende Ueberlerung 
zu einer Näherungslösung. Wir denken uns ein Modell aus vielen Teilmmechanismen auf 
gebaut, von denen die überwiegende Mehrzahl bei den in Frage kommenden Vorgängen 
nur elastisch beansprucht wird, ein kleiner Teil aber wegen seiner niedrigen HKlastizitäts- 
grenze unelastische Beanspruchunger erfährt. In diesem Fall wird die Formänderung der 
Hauptsache nach durch die elastischen Teilmechanismen bestimmt, den unelastischen also 
vorgeschrieben. Bei konstanter Last oder Laast gleich null ist sie in erster Näherung kon 
stant; die »weichen« Teilmechanismen erleiden also nahezu die Relaxation bei konstantem E£. 
Deshalb sind die hier entwickelten Formeln auch für die elastische Nachwirkung verwend- 
bar, wenn das Verhalten des Körpers im wesentlichen elastisch ist und nur kleine Ab- 


I) Seientifie Papers Bd. ?, 8. 26 (Cambridge 1890). 


Ann. d. Plıys. u. Chem. Bd. 50 (18953), 8. 546. 

Physikal. Zeitschr. Bd. 21 (1920), 8. 103. Es max hierbei erwälnt werden, daß die unwahr- 
scheinlich kleine Zeitkonstante 7 bei Bennewitz (Größenordnung 107° see) ohne weiteres vermieden 
werden kann, wenn man in den Bennewitzschen Formeln einen elastischen Dehnungsanteil proportional 


der Last hinzuniınınt. 








t- 
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veichungen vom elastischen Verhalten studiert werden sollen. Genau genommen erfährt 
lie Gruppe der elastischen Teilmechanismen durch die Erschlaffung der weichen Anteile 
eine Aenderung ihres Anteils an der Gesamtkraft, und daher auch eine Aenderung der 
Verschiebung $. Diese ist es gerade, die als Nachwirkung beobachtet wird. Man kann 
natürlich daran denken, eine zweite Näherung mit den durch die erste Näherung bedingten 
zeitlichen Aenderungen von £ zu rechnen, doch dürfte die wirkliche Durchführung einer 
solehen Rechnung wohl sehr schwierig sein. Darüber, in welchen Fällen das eine der 
Gesetze (12) und (15), in welchen das andere zu erwarten ist, gibt unsere Rechnung den 
folgenden Aufschluß. Wenn die Zeitkonstante 7ı (Erholungszeit, vergl. oben S. 96) groß 
ist gegenüber der Zeit, während welcher beobachtet worden ist, so haben wir ein Gesetz 
nach GI. (12) zu erwarten; wenn dagegen rı bzw. 7; von der Ordnung der Beobachtungs- 
zeit ist, so ist Gl. (15) maßgebend. 


6. Durchführung für konstante Fließgeschwindigkeit. Für die technologischen 
Anwendungen ist das Studium des Fließens unter gegebener Fließgeschwindigkeit wichtiger 
als die elastische Nachwirkung. Hier mag der einfachste Fall dieser Art, der Dauer- 
zustand des Fließens unter konstanter Fließgeschwindigkeit besonders behan- 


: 25 ._2° : s 0 ,Os 
delt werden. Die Fließgeschwindigkeit heiße ec; wegen des stationären Zustandes ist == () 
ot 
zu setzen; damit liefert Gl. (2): du du 
dt de 


Mit diesem Wert kommt in Gl. (1) die Zeit nicht mehr vor; es bleibt eine gewöhnliche 
Differentialgleichung für 4 abhängig von x übrig. Diese Differentialgleichung ist von der 
ersten Ordnung und linear in «, also durch Quadraturen lösbar. Doch ist die Lösung im 
alleemeinen Fall nicht bequem durchführbar. Sie wird aber einfach, wenn die umge- 
kehrten Sprünge vernachlässigt werden dürfen; in diesem Fall lassen sich die Veränder- 
lichen trennen. Geht man gleich zur einfachsten Formel 
UU„ =A-—-Bxz 
über, so wird aus Gl. (1) 


l du e— 4 R i - eBx 
= — e®= oder integriert In u — — + const. 

u dz ceT £ Bert; 
Dabei ist wieder re? — r, gesetzt. Die Integrationskonstante ist so zu wählen, daß u von 
| bis 0, also In « von 0 bis — » läuft. Für © = —a wird wegen des großen Wertes B 
e?”* praktisch — 0, also ist die Konstante gerade — (0 zu setzen, und es wird damit 

„Ba 
u—=e Ben Ger, ' 


Die Verteilung ist also von derselben Art wie bei der Relaxation, vergl. Gl. (10). Im 
übrigen ist 7, eine sehr große Zeit, so daß e?” sehr groß werden muß, um eine merk- 
liche Abweichung des In « von null zu erhalten. 

Es ist nun wieder das Integral über die Verteilung zu bilden, etwa in der Form 
der Gl. (9a). Die Rechnung ist wieder dieselbe wie bei der Relaxation, es ist nur 1/Be 
an Stelle von f zu setzen; es ist also 


14 . C ce. si 
P „ a Brn+ine— 0,5772) = = (A+1InBr-+Ine — 0,5772) . (17). 
Das Zusammenwirken vieler Teilmechanismen ändert nichts an der Art der Abhängigkeit 
der Kraft von der Geschwindigkeit; für zwei Geschwindigkeiten cı und «, ergibt sich ein 
Unterschied der Gesamtkräfte 
P; — Pı =const-log alcıı . -» . 2 2.2... (18). 


Die Abhängigkeit der Kraft von der Geschwindigkeit e ist also von der durch die Beob- 
achtungen wahrscheinlich gemachten ‚Art. Gl. (17) und (18) haben die Eigentümlichkeit, 
daß für c—» die Kraft logarithmisch unendlich, fir e — 0 negativ logarithmisch unendlich 
wird, was physikalisch sinnlos ist. Es muß aber darauf hingewiesen werden, daß die 
Ableitung (vergl. den vorigen Abschnitt) voraussetzte, daß bei =a u praktisch = 0, bei 
2 —0 u praktisch — I sei. Dies trifft aber nur zwischen gewissen Grenzen für c zu, die 
allerdings meist noch recht weit auseinanderliegen. Das Verhalten bei ganz großen Ge- 
schwindigkeiten ist dadurch gekennzeichnet, daß innerhalb unserer Näherung die größte 


CA 


Kraft Pax = (la ist, entsprechend einer Verteilung «— | bis ©=a. Die Formel 
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für den Fall « (a) > 0 läßt sich nicht einfach anschreiben, doch führen Quadraturen zum 
Ziel. Der Fall der kleineren e wird im folgenden noch behandelt werden. Dort müssen 
auch die Ricksprünge berücksichtigt werden. Aus diesem Grunde ist die vorstehende 
Rechnung nur für Werte von Ber, brauchbar, die größer als etwa 10 sind (vergl. hier 
zu Abb. 15). 

Es mag hier noch bemerkt werden, daß sich für den Fall der mäßig großen © 
keine Ricksprünge) auch die genauere Formel 


U a — e\12 
u 


wenigstens näherungsweise behandeln läßt. Die Integration von Gl. (1) gibt in diesem Fall 


{ \ 3 


. . u 2 
| | J 3 
Inu (X) = le BE 5 a a AE 
\ eı 
4 
Die untere Grenze des Integrals, die eigentlich a sein sollte, kann, ohne praktisch 
.. \ y. .. as 2 . a 
etwas zu Ändern, — — 7 gesetzt werden.) Wird zur Abkürzung — z gesetzt, so ist also 
. Ä 
h e * dz 
A 
2, 
zu berechnen. Es ist 
/ q 
. ,„eı'? | 1 fi 
le 'da ', 1 — — eo, 
2 „,"/a Pr 2) 0, 
. z| u.) 2 -] - x) 2 


Meist wird bereits das zweite Glied der Reihe vernachlässigbar sein. Damit wird nähe- 
rungsweise 
wu 


e V x 
4 IcT 
u(X)=« h e Eu wi aa ZEN. 


Bei der Diskussion dieser Formel interessiert vor allem die Lage desjenigen Werte- 
gebiets von X, in dem sich der Hauptteil des Uebergangs von u —= 1 bis u — 0 abspielt. 
Die ungefähre Mitte dieses Gebiets wird gefunden, wenn Gl. (20) z. B. für «—=', nach 
x aufgelöst wird, was allerdings nur schrittweise unter Einsetzung eines geschätzten 
Näherungswertes von & unter der Wurzel und nachträgliches Verbessern gelingt. Weiter 


: . R j e ” du 
kann man nach der Breite des Uebergangsgebiets fragen. Diese ist genähert — | 
dx 
- : : 9, . du > 2? 
für ein mittleres sw. Es ist unschwer nachzuweisen, dab =  ulnu- ist 
on 4 a—a)b 
| n ER GR Per . | 
Mit «= '/ ist daher 1/ Er Senn . Sowohl der Zähler wie der Nenner des 
da oin2 ceT 


Bruches wirkt dahin, daß bei wachsender Geschwindigkeit, d.h. Annäherung an X, = a, 
der l’ebergang immer steiler wird. 

Statt einer Integration von Gl. (20), die nur für den Einzelfall numerisch ausgeführt 
werden könnte, kann man hier einen Näherungswert von @%* gewinnen, indem man 
aus Gl. (20) den Wert von X aufsucht, der zu einem passenden mittleren Wert m, von 4 


gehört. Man könnte dabei «, = '/, setzen: besser nimmt man einen Wert, der bei An- 
wendung des gleichen Verfahrens auf die Formeln (10) und (16) zu dem Resultat (12a) 
und (17) führt, nämlieh In ! In u) = — 0,5772, u 0,5704. Es gilt also nur für u = ıı 


(Gl. (19) bzw. (20) nach 7 aufzulösen, der Verlauf von ('x* abhängig von e ergibt dann 
das gesuchte Kraftgesetz. 

Will man die Abhängigrkeit der Kraft von der Temperatur studieren, so ist 
zu beachten, daß U, proportional der absoluten Temperatur 7 ist; U,’ U, ist also der 
absoluten Temperatur umgekehrt proportional, wenn angenommen wird, daß das Kraftfeld, 
also U, (x), durch die Temperatur nicht geändert wird. Die Wärmeausdehnung wird hier 
in Wirklichkeit gewisse Aenderungen verursachen, doch dürften sie nicht allzu bedeutend 
sein. Werden sie nicht weiter beachtet, dann können also die Temperaturwirkungen in 
der Weise berücksichtigt werden, daß in der Formel U/U„=4A—Brt, A=4'/T und 
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3 = B/T gesetzt wird, wo jetzt A und B' zwei von der Temperatur unabhängige Kon- 
stanten sind. Die Formel (17) für die zu einer gegebenen Formänderungsgeschwindigkeit 
rehörige Kraft lautet damit also 

C Pr Br UBER 

P FF t T (In H-Ine- 0,772)L . we ne SEE 

Bl T \ 
Wegen der Beziehung Puax = CAB= (A/B ist ist die innere Klammer immer negativ, 
so daß P mit wachsender Temperatur immer abnimmt). Die »Dauerstandfestigkeit« !) könnte 
so errechnet werden, daß man Sestsetzt, daß in einer Zeit fı z.B. von 100 Jahren die 
Formänderung durch Fließen höchstens gleich der elastischen Formänderung an der 
Klastizitätsgrenze sein soll, also 
&, C t, —=4d, Cı = altı. 
Es macht dabei wegen des logarithmischen Eingehens in die Formel nicht viel aus, ob 
die Annahmen so oder etwas anders genommen werden. Bei Versuchen wird man vielleicht 
fir /, die größte für die Beobachtung zur Verfügung stehende Zeit und für das zugehörige Sı 


U 


s - 2. e Ba .o.. R 
den kleinsten feststellbaren Formänderungsweg wählen. Mit In + In cı 0,5772 = —K 
rl; 


ergibt sich dann die Dauerstandfestigkeit 
P, CBii-—-TIKE+EMTIT I) . .: 2 2 2 2.5822) 

Das Glied In 7/7, dürfte dabei meist bedeutungslos sein, so daß sich in erster Näherung 
eine lineare Abnahme mit der Temperatur ergibt. Wichtiger scheint bei dieser Aufgabe, 
den genaueren Ausdruck für 7, nämlich U, = konst. (a — x)": heranzuziehen. Hier mag 
eine rohe Abschätzung genügen. Der Wert von U), bei dem die meisten Uebergänge 
erfolgen, kann näherungsweise als ein (von der Fließgeschwindigkeit abhängiges) Vielfaches 
von U,„ angesehen werden, und ist dann selbst der absoluten Temperatur proportional. 
Damit wird (a — x)» = konst. 7’; also 


2 


=" =a— konst. T': 
x“ in der früheren Bedeutung). Hieraus ergibt sich eine Kraft 
P=-Cx“"=-(a-KT. .....n .. (23). 
Es ist jetzt noch der Fall der besonders kleinen Geschwindigkeiten bzw. der 
besonders großen Wärmebewegunge zu behandeln, wo die Rücksprünge berücksichtigt 


.. . .. . U; > [ . > 
werden müssen. Wir beschränken uns hier auf den Ansatz — 4 Bxt, =-4A+Bt. 
pr Um 
Unter Berücksichtigung des unter 4. Gesagten ergibt sich für « die Differentialgleiehung 
N | | ie 
ai —— [ | u) erP ner] - : - ; 24) 
‘ / N j , 
dx e 77 
wo 7, — re wieder die (meist sehr große) Zeitkonstante = 2 x Max wellsche lelaxations 


zeit ist. 

Für so kleine Geschwindigkeiten, daß er, klein gegen 1/B ist, kann eine Reihen 
entwicklung nach Ber, —k vorgenommen werden. Wir setzen Br—y und erhalten 
aus Gl. (24): 


du 
- =0 7 — Bie tr e”’) . : . . . (24a). 
dy 
Diese Gleichung kann in der Weise gelöst werden, daß man u — 4 + Tim + k’ m, 4 


setzt und jeweils die (Glieder mit gleicher Potenz von %k in Gl. (24a) einander gleich setzt. 
Es ist also 
l d Un] | du m 1 / 
uU, = — . —— - . ; ’ . . \ (20) 
; EEE dd Y 2 (Sm Y dy 
Die Glieder nullten Grades im k ergeben 
e ”’ | a \ / . 
= _———( Ba, 5 ee a 
€ re . 
diese Verteilung ist mit derjenigen nach völligem Abklingen einer Relaxation identisch 
dort #, genannt); sie ist hier die Grenzverteilung für eine verschwindende Streck 


1 . . . 2 * .. D “ . * 
‘) Der Begriff wurde von F. Koerber eingeführt und bedeutet diejenige Belastung, bei der 
‚erade noch kein dauerndes Weiterfließen eintritt, verel. F. Koerber, Zeitschr, f. techn. Physik Bd, 


19237) 8. 431. 
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geschwindigkeit, die bereits hinreichend lange Zeit (mathematisch gesprochen unendlich 
lange) andauert. Mit diesem Wert liefert die Rekursionsformel 


| 3 3 S©iny a 3 5 Sin? y— of? y, 
dk, = — (25b), Us = m (256), ia = Da (25d). 
Bol’ y 8 Bol’, 16 Sol y 
Es ist jetzt die Kraft r@ + 
(/ 
PER h BE cam „oe 
P=( (u—u,)d% = “u— u,)dy 
08 


zu bilden (die Grenzen & Ba können, da w=, fortfällt und die übrigen Glieder 


beiderseits rasch gegen Null gehen, wenn %y einigermaßen groß wird, ohne praktischen 


Fehler durch £» ersetzt werden). Nun ist /4, 44 usw. ungerade, das Integral von — « 
bis += also = 0; die geraden Glieder geben durch komplexe Integration '!) 
FI. 4 L 
| I j > 7ı 
4, dd y= } Ha d y= } 
S . 256 
3} ) 


Damit wird unter Einsetzen des Wertes von k 


7T 
\ 


’ Ber,’ 
; .) 26). 


P: Cen(1-— 2 oe 


in 


Wir erhalten also das sehr 
bemerkenswerte Ergebnis, dab 
in dem Fall eines sehr kleinen 
Zahlwertes der dimensions 
losen Größe Bet =DBrere 
die Kraft /’ der Verformungs- 
eeschwindigkeit proportional 
ist, also ein Widerstand von 
der Art einer Flüssigkeits- 
reibung entsteht. Das in der 
Klammer angegebene Korrek- 
turglied zeigt die ersten Ab- 
weichungen vom linearen Ver- 
halten an (vergl. auch unten 
Abb. 15). Den Verlauf von u 
nach den Formeln (25a) und 
(25b, ec) einerseits und nach 
Formel (16) andererseits zei- 
gen die beiden linken und 
die beiden rechten Kurven 
von Abb. 17. Den Verlauf 
der Gesamtkraft nach Gl. (17) 
und (26) zeigen die ausge- 
zogenen Kurven 1 und 2 von 
Abb. 18. Die beiden Kurven 
ließen leider noch ein ziemlich 
langes Stück zwischendurch 
aus. Dieses Stück wurde da- 
durch überbrückt, daß für die 
Werte k=3, k=5 und k=10 
eine numerische Lösung von 
Gl. (24a) errechnet wurde’). 
Abb. 18. Die so ermittelten Punkte sind 














Abb. 17. 

















I) Die Ausführune dieser ziemlich umständlichen Reehnung verdanke ieh Hrn. Walter Tollmien. 
-) Diese Rechnung hat Hr. Tollmien unter Mithilfe von Hrn. Liebehenz durchgeführt. Die 
Gl. (24a) wird durch die Formel 2Ceinv , 2 Ziny 


ee’ 
} } 
U =dt { dy 


celöst. Es wurde dazu für die drei Werte k=3, k=5 und k = 10 zunächst der Integrand dieser Formel 
tabuliert und die zugehörige Kurve nach dem Verfahren der mittleren Abszisse graphisch integriert, 
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in Abb. 18 eingetragen worden (durch Ringel kenntlich gemacht); durch diese Punkte und 
durch den Anschluß an die Kurven 1 und 2 ist die strichpunktierte Kurve 3 als Ergänzung 
dieser beiden Kurven hinlänglich festgelegt. Der Verlauf von « für k= 5 ist als mittlere Kurve 
in Abb. 17 aufgenommen. Abb. 19 zeigt den Verlauf von y„"=-Bı"—=P. F abhängig 
von k in vier verschiedenen Maßstäben der %k-Skala. Die k-Werte sind an die Kurven 
angeschrieben. Der Verlauf der Kraft abhängig von der (Geschwindigkeit c — Pi für 
l 

kleine und große Werte 
von Br, ist aus Abb. 19 
out zu erkennen !). 

Um den Einfluß der 
Temperatur hervortreten 
zu lassen, setzen wir wieder 
A=-4A/T, B-B/T,;, vs = 
ze 7, hiermit läßt sich 
die zu einer Geschwindig- 
keit ce gehörige Kraft durch 
alle Temperaturen veriol- 
gen. Wir erhalten, wenn 
wir das ganze durch 
Abb. 19 dargestellte (rebiet 
zusammenfassen, selbst aus 
unserer stark vereinfachten 
Rechnung sozusagen den 
vollen Uebergang vom 
festen Körper durch alle 
Zustände der Erweichung 
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| 1 
’ .. a. —-A-Br.c | | 
bis zum dünnflüssigen Zu- — | | 
stand. Die Grenze für die [RABse Te 
Brauchbarkeit der Formel Abb. 19. 


(26) rückt dabei zu immer | 
größeren Geschwindigkeiten hinaus, da sowohl B wie besonders 7, stark abnehmen, wenn 
die Temperatur stark steigt. Aus dem Verhalten bei kleinem ce erhalten wir die »Zähigkeit« 


"RE A PRENG. „207 , 777° 7} (27). 


c—>( c fe) 


Bei Schmierölen und anderen zähen Flüssigkeiten wird eine Abnahme der Zähigkeit 


je auf die Hälfte bei Temperaturerhöhungen von je 10 bis 20° beobachtet. Das Auftreten 


der Temperatur im Exponenten von Gl. (27) läßt dieses Verhalten gut verstehen. Bezüg- 


darauf die Formel fertig gerechnet. Im mittleren Teil war die Genauigkeit gut, nicht aber in den 
asymptotischen Uebergängen zu den Werten «a=1 und #=0; hierfür wurde das Richtungsfeld der 
Gl. (24a) herangezogen, das, wie das jeder linearen Differentialgleiehung 1. Ordnung, die bequeme Eigen- 
schaft hat, daß alle Richtungen in den Punkten mit gemeinsamer Abszisse je durch einen festen Punkt 
vehen. Die so erhaltenen Kurven wurden noch planimetriert. 


!) In manchen Fällen dürften Näherungsformeln erwünscht sein, die vonk®—0 bis k=®» reichen. 
Die einfachste ist, wenn nach y* aufgelöst wird, mit 2. ce 577? — 3,562: 
k = 3,562 Sin y*. 
Diese ist durch die gestrichelte Linie 4 in Abb. 18 wiedergegeben; sie stimmt für kleine k nur ziemlich 
roh. Man kann sie aber durch ein Zusatzglied so verbessern, daß die Anfangstangente mit der von 
Formel (26) übereinstimmt. Diese Forderung ist durch die Formel 
« r ‘ or ‘ y" 
k= 3,562 on Mk 1,01 nz 
1 +y”? 
rfüllt. Den Verlauf dieser Formel zeigt die gestrichelte Linie 5 von Abb. 18. Für y* als Funktion von k 
ist die Formel 
k 
I K? 
erwendbar. Die zugehörige Kurve fällt so eng mit Kurve 5 zusammen. daß sie fortgelassen werden 
mußte, um die Abbildung nicht undeutlich werden zu lassen. 


| u 
y* = Ar Sin Du re 


.902 


-) 
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lich der Abhängigkeit der Zähigkeit der Flüssigkeiten vom Druck zeigten Versuche von 
P. W. Bridgman'), die bis etwa 12000 Atmosphären gingen, daß bei solch hohen Drücken 
die Zähigkeit der meisten Flüssigkeiten sehr stark zunimmt (bis aufs Tausendfache und 
mehr), und zwar stellte Bridgman fest, daß die Zunahme der Zähigkeit annähernd nach 
einer geometrischen Reihe erfolgt, wenn der Druck nacheiner arithmetischen Reihe gesteigert 
wird. Wenn man annimmt, daß die Wellenhöhe unseres Kraftfeldes und damit die Ueber- 
gangsarbeit A’ proportional dem Druck ist (mit diesem Druck werden die Flüssigkeitsmolekeln 
in die gegenseitigen Zwischenräume hineingedrückt), so liefert Gl. (27) angenähert ein 
solches Verhalten (angenähert deshalb, weil auch die Größe C vom Druck abhängen wird). 

Für den Festigkeitsprüfer sind auch die Vorgänge beim Beginn des Streckens 
vom spannungslosen Zustand an oder bei der Fortsetzung nach einer Ruhepause, weiter 
auch diejenigen beim Uebergang von einer Geschwindigkeit auf eine andere von ge- 
wissem Interesse. Solche Vorgänge lassen sich grundsätzlich nach der allgemeinen 


a R R r a 
Rechenvorschrift, die hier gegeben wurde, verfolgen. Setzt man hier, mit —=c und 


dt 
x = Anfangskoordinate eines Teilchens = x% + ct, so ist, wenn jetzt ©, und / als 
. ’ . : . du ou . e 
unabhängige Veränderliche angesehen werden, in Gl. (1) Fk Tran setzen, da jedes Teil- 
( ( 


chen sein x, beibehält. Damit ist, wenigstens in dem Fall, daß die Rücksprünge ver- 
nachlässigt werden dürfen, sofort eine Integraldarstellung der l,ösung möglich. Für den 
Ansatz U,/U„= A—Bx wird entsprechend zu Gl. (16) 
| Blro+en) 
u(&o,7T) = W(x%0)e in. 
Damit für =0, u —g(X%,) wird (gegebene Anfangsverteilung), muß offenbar 
| Bz 
y (X) = PR) et 

gesetzt werden. Der Kraftverlauf P(?) kann also nach numerischer Ausrechnung durch 
Planimetrierung für jeden Einzelwert von £ berechnet werden. In der Verteilung $(%,) 
kommt dabei die Vorgeschichte zum Ausdruck. Eine geschlossene allgemeine Lösung ist 
hier, wie man sieht, nicht angebbar, aber auch wegen der Abhängigkeit von der Vor- 
geschichte auch gar nicht möglich. Es mag deshalb hier noch ein roheres Verfahren 
angegeben werden, das allerdings denjenigen Anteil der Vorgänge, der mit der Vor- 
geschichte zusammenhängt, unterschlägt. Es muß auch gesagt werden, daß wir uns mit 
diesem Verfahren von unserem Modell ganz abwenden und nur eine Endformel, die das 
Modell geliefert hat (Formel 18), weiter benutzen, und zwar als in jedem Fall gültig, 
während sie beim Modell nur im stationären Fließzustand galt. Wir wollen nun rein 
phänomenologisch die zu einem Spannungszustand gehörige Formänderung als Summe 
aus einem elastischen und einem unelastischen Anteil ansetzen. Der Einfachheit halber 
sei dabei angenommen, daß der unelastische Anteil zu keiner Zeit abnimmt. Zum Zeichen, 
daß es sich nicht mehr um unser Modell handelt, mag die Spannung wieder mit o (statt 
P beim Modell), die Formänderung mit & (statt £ beim Modell) bezeichnet werden. Der 
elastische Anteil sei &5 — o/E mit E = Elastizitätsmodul, für den unelastischen Anteil € soll 
gelten, daß die Geschwindigkeit seines Anwachsens en entsprechend Gl. (15) mit der 


d 


Spannung zusammenhänge. Unter Einführung einer neuen Zeitkonstante 7’ (eine sehr 
. . .. . ’ de’ . 
große Zeit entsprechend den früheren 7,) sei 0 = const. : In (?- = die Umkehrung 
( 
liefert, mit #? = dem Kehrwert der Konstanten 


de’ 1 


2 
3 


. e . . £} . . . . * . . . [3 28), 
= = (25) 
£ o ’ de 1 do 1 2 z 
Mitt. + ed = : + € wird ne + ‚e’’. Dies bedeutet, wenn e& als 
N ( ( T 


Funktion der Zeit, oder noch allgemeiner als Funktion von ? und © vorgeschrieben wird, 

eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 6 und f. Als Beispiel sei hier an- 
de ö . . 

geführt die Lösung für den Fall -— ec = const., mit dem Beginn von o—=0 anbei ?=0. 


d 


I) Proe, of the Amer. Acad. of Arts and Seiences Bd 61 (1926). p. 57, vergl. auch »Verhandl. d. 


IT, internat. Kongresses für techn. Mechanik«, Zürich 1926, S. 63 fl. 








jand 8, Heft 2 i \ j . ’ \ 
| April 1928 Prandtl, Gedankenmodell zur kinetischen Theorie der festen Körper 103 


: .. . . Y; a u; 
Die Lösung lautet: o=—|Iiner—In(1l-+ecr "ui 1.4: ÜBERSEEFEEEE ; 
Iv) 
Für kleine Zeiten darf im zweiten Logarithmus wegen des sehr großen 7 die 1 gegen 
den Rest vernachlässigt werden; damit vereinfacht sich die Formel aber zuo=Kct=Ke, 
d.h. rein elastisches Verhalten. Für große ? verschwindet dagegen wegen In(1I+u)=u 
der zweite Loogarithmus allmählich; und es nähert sich die Spannung dem stationären 
1 ! “ r . . . . .. | 
Wert 1 = - Iner. Die Zeitkonstante des ÄAbklingens des nichtstationären Spannungs- 


F 
„ 


anteils ist offenbar 7” = 1/E?c, der zugehörige Formänderungsweg ct =1/EPß, also 
unabhängig von der Geschwindigkeit c. Das bedeutet, daß die zu den Uebergängen bei 
plötzlichem Wechsel der Streckgeschwindigkeit gehörigen Spannungsdehnungskurven kon- 
gruent zu einander sind, wenn nur die Richtung der Uebergänge dieselbe ist. Dies ist 
auch aus Gl. (29) unmittelbar zu erkennen, wenn man dort & für ec? schreibt. Dieses 
Verhalten wird auch durch Versuche in Fällen bestätigt, wo nicht Verfestigung oder 
Kristallerholung oder dergleichen Vorgänge stören. Welche Aenderungen die an das 
Modell anknüpfende Rechenvorschrift an diesen Ergebnissen hervorbringen würde, ist 
bisher noch nicht untersucht. Die Einfachheit von Gl. (28) erlaubt übrigens auch, ver- 
schiedene andere Vorgänge nachzurechnen, die nach der genaueren Rechenvorschrift nicht 
angreifbar sind, so z. B. den Fall, daß ein Stab in der stillgesetzten Zerreißmaschine 
unter Spannung stehen bleibt, wobei mit fortschreitender Dehnung die Spannung in der 
Maschine allmählich nachläßt. Doch sei hier nicht weiter darauf eingegangen. 


7. Rückblicke und Ausblicke. Wir sind am Abschluß der Betrachtungen über 
das Gedankenmodell angelangt. Es verlohnt sich, zunächst zusammenfassend zu fragen, 
was damit erreicht ist, und andererseits auch, was nicht geleistet ist. Das Modell hat 
sich als sehr geeignet erwiesen, das Typische der Hysteresis und der Zeitwirkungen aui- 
zuzeigen, ferner den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Arten von Zeitwirkungen 
darzutun. Das Modell ist noch kein treues Abbild des Atomgebäudes, das den wirklichen 
festen Körper ausmacht, trotzdem steht zu hoffen, daß die Wechselbeziehungen zwischen 
den verschiedenen Vorgängen, die sich hier theoretisch ergeben haben, sich bei den 
wirklichen Körpern im allgemeinen bestätigen werden. Zum mindesten geben diese Be- 
ziehungen eine Richtung an, in der die Forschung sich lohnen wird, und wo diese etwas 
anderes liefern wird, als das Modell erwarten läßt, da weiß man’dann, daß es sich um 
irgend eine Erscheinung handelt, die das Modell nicht darstellen kann. Zu diesen Er- 
scheinungen gehört z. B. die Verfestigung. Man kann zwar die einseitigie Verfestigung, 
die mit einer Entiestigung in der umgekehrten Belastungsrichtung verbunden ist, zur Not 
darstellen, wenn man annimmt, daß einige Teilmechanismen unbegrenzt elastisch bleiben; 
doch ist dies eine recht künstliche, den wirklichen Vorgängen kaum gerecht werdende 
Annahme. Die beiderseitige Verfestigung, d.h. die Verfestigung, die mit einer Verfestigung 
auch in der umgekehrten Belastungsrichtung verbunden ist, läßt sich aber durch das 
Modell in keiner Weise darstellen. Dies hängt offenbar damit zusammen, daß es sich 
hier um Vorgänge im Gitteraufbau des Körpers handelt, die nur räumlich zu verstehen 
sind, beim Uebergang zum Lineal aber verloren gehen. Die Kristallerholung, die in 
einer im Laufe der Zeit sich vollziehenden Riückgängigmachung der in den Kristallen 
durch die Verformung hervorgerufenen Unordnung besteht, und die sich durch ein teil- 
weises Zwrückgehen der Verfestigung anzeigt, kann natürlich ebenso wenig dargestelit 
werden. Die Rekristallisation, d.h. der völlige Neuaufbau von spannungsfreien Kristallen 
aus den verformten und gespannten Kristallen kann, soweit die Verfestigung dadurch 
berührt wird, ebenfalls nicht dargestellt werden; dagegen hat das allmähliche Schwinden 
der bestehenden Spannungen bzw. das langsame Weiterfließen unter mäßigen Belastungen 
eine gewisse Analogie in den selbsttätigen Sprüngen den Modellteilchen. Deshalb kann 
hier in günstigen Fällen doch eine einigermaßen brauchbare Uebereinstimmung mit dem 
wirklichen Verhalten erwartet werden, obschon es sich in einem kristallisierten Körper bei 
dem Weiterfließen meist um einen Wettstreit zwischen der Verfestigung einerseits und der 
Entfestigung durch Rekristallisation andererseits handeln wird. 

Das Modell setzte Unordnung in der ursprünglichen Anordnung derjenigen Teilchen 
voraus, die die Träger der Verformungsbewegung sind. Diese Teilchen sollten ja nach 
unserer Annahme gleichmäßig über alle Phasen des Kraitfelds verteilt sein, was gerade 
bei völliger Unordnung nach dem Gesetz der großen Zablen im Durchschnitt eintreffen 
wird. Deshalb ist es zu erwarten, daß unsere Formeln vor allem in solchen Fällen gut 
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stimmen werden, wo die Formänderungsbewegungen sich hauptsächlich an den Korn- 
grenzen abspielen. Darüber hinaus ist zu erwarten, daß auch bei solchen Stoffen, deren 
räumlicher Aufbau vollkommene Unordnung zeigt, wie die amorphen Stoffe Glas, Pech 
usw., die Modellformeln einschließlich des thermischen Verhaltens gut stimmen werden; 
bei kristallisierten Stoffen dagegen wird, soweit es sich um Verformung der Kristall- 
körner handelt, eine gute Uebereinstimmung nicht erwartet werden können. Vielleicht 
führt hier eine andere Betrachtung zur Gewinnung eines besser entsprechenden Modells. 
Dieses kann vielleicht so angenommen werden, daß die Teilchen auf dem l,ineal A zwar 
regelmäßig zum Kraftfeld angeordnet sind, dabei aber untereinander elastisch gekoppelt 
sind, wodurch ihre durch den Gitterbau vermittelte gegenseitige Einwirkung zum Aus- 
druck kommt. Es ist denkbar, daß bei Annahme eines ursprünglichen Baufehlers 
(irgendwo ein Platz übersprungen oder doppelt besetzt) gewisse Eigenschaften (Schub- 
spannung bei der Translation im Einkristall usw.) rechnerich verfolgt werden können, 
wobei wieder die thermischen Wirkungen mit zu beachten sein werden. Diese Rech- 
nungen werden allerdings andere Mittel erfordern als die hier mitgeteilten und es ist 
noch nicht sicher, ob ihre Schwierigkeiten sich werden meistern lassen. 

Um die Verfestigung in den Modellmechanismus mit einzubeziehen, kann man 
daran denken, das Modell »mehrgeleisig« zu bauen, mit der Anordnung, daß jedes Teil- 
chen auf seinem Gleise fortschreitend immer steilere Berge und tiefere Täler vorfindet 
und bei der Rückfahrt durch Weichenstellung in weitere Gleise kommt, wo die Berge 
und Täler noch steiler sind usw. Die Erholung und Rekristallisation läßt sich dabei 
dadurch einführen, daß die Teilchen durch Wärmeschwingungen auch Sprünge quer zu 
den Gleisen machen können, durch die sie in den Bereich der flachen Berge und seichten 
Täler zurückgelangen. Indes ist diese Konstruktion reichlich künstlich und auch ihre 
mathematische Verfolgung nicht sehr verlockend. Der Kern des Gedankens läßt sich aber 
in einer Form nützlich verwerten, die an die Darlegungen am Schluß von Abschnitt 6 anknüpft. 

Wir wollen uns die Verfestigung so vorstellen, daß der Stoff durch die bleibende 
Verfermung in fortschreitendem Maß in eine Strukturform übergeführt wird, in der er 
höhere Festigkeit aufweist. Wir wollen die Menge die festeren Anteils (der festeren 
»Phase«) mit z bereichnen; z2—= 0 bedeute dabei den völlig unverfestigten Stoff, z= I 
den vollständig in die festere Phase übergeführten Stoff. Im einfachsten Fall können 
wir nun zum Ersatz für Gl. (28) schreiben: 


de 1 Bs—v: 
Fri x Biel ud, rn Ba a 2 


wobei wieder angenommen werden soll, daß es sich um lauter solche Vorgänge handelt, 
bei denen ® niemals abnimmt. 


Der Ansatz (30) hat offenbar die Wirkung, daß die Spannung, die ein bestimmtes 


Bo m ) z . R ' . A 
liefert, um so höher ist, je größer z is. Es muß nun eine Aussage über z hinzu- 


«dt 

kommen. Die einfachste Annahme ist die, daß man z proportional € setzt. Dies gibt 
bereits gewisse typische Erscheinungen qualitativ richtig wieder. Besser ist es aber, 
festzusetzen, daß die jeweilige Vermehrung der Phase x proportional derjenigen Menge 
des Stoffes ist, der noch in der ersten Phase verweilt, also proportional (1—z). Im 
übrigen soll die Vermehrung dz dem zugehörigen de propoıtional sein. Wenn man 
Erholung und Rekristallisation berücksichtigen will, so kann man eine selbsttätig ver- 
laufende Zurückführung aus der festeren Phase in die weichere hinzunehmen, die man 
sinngemäß der in der festeren Phase vorhandenen Menge, also der Größe 2, proportional 


setzen wird. So ergibt sich dz—=)(1—z)de — uzdt, 
dz de 

oder —=/(1—z) m. . 4 en, a 
At ( / At i ( ) 


Die Gesamtdehnung & besteht wieder aus der Summe aus einem nur von der Spannung 
abhängigen Teil f(o) (rein elastisch oder auch einschließlich Hysteresis) und der un- 
elastischen Verformung ®. Die Dehnung e=f(6)+-® mag wieder als Funktion von { 
und 6 gegeben sein. Damit ist wieder ein Gleichungssystem gewonnen, dessen Integration 
uns wichtige Aufschlüsse über den einfachsten Fall der Verfestigung mit oder ohne Er- 
holung (u > 0 oder «— 0) liefern kann. Ich habe in einer Dissertation!) dieses System 


') O. Brezina, Untersuchungen über die Zeitgesetze der unelastischen Deformation bei Zink 
und Flußeisen. Göttinger Diss. 1922. Auszug in P’hys. Zeitschr. 24 (1923), S. 338. 
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auf die zeitlichen Formänderungen von Zinkstäben anwenden lassen und ziemlich be- 
friedieende Uebereinstimmung der Beobachtungen mit der Rechnung feststellen können. 
Die Werte z’'), £, A, u, v sind dann für das Zink charakteristische Maßzahlen (z’ beein- 
finßt die Höhe der Fließgrenze, 1/3 die Spannungserhöhung durch Verdopplung der Fließ- 


i i PA n...,% : z .. 
geschwindigkeit, - diejenige durch Verfestigung in der Nähe von z= (, vergl. unten; 


l 
) die Schnelligkeit, mit der sich z dem Wert 1 nähert und « die Erholung). 1/u ist eine 
Zeitkonstante und läßt ebenso wie z’ starke Temperaturabbängigkeit erwarten, und zwar 
dieselbe Art der Abhängigkeit wie bei der Zeitkonstante 7, — re@/T des Modells. Ueber 
die Temperaturabhängigkeit der übrigen Werte ist einstweilen nichts bekannt. Das Arbeiten 


. a RE de 
des Formelsvstems (30) und (31) mag hier an dem einfachsten Beispiel Zn kurz ge- 
( 


zeigt werden, dem allerdings nur in dem Fall praktische Bedeutung zukommt, daß der 
elastische Anteil der Formänderungsgeschwindigkeit gegenüber dem plastischen Anteil 


vernachlässigt werden darf. Zunächst gibt Gl. (30): o — - (ine? +rz); für der Verlauf 
j? 


von z liefert Gl. (31) durch Integration eine Exponentialfunktion der Zeit, nämlich 


he n 
z—. = (1 —er'kerp ) aA Th (32). 
Ac+ u 
Der asymptotische Endzustand 2 = ; e ergibt somit folgende Geschwindigkeitsabhängig- 
‚Cr MU 
keit der Spannung: 4= - (in "2 2 WERE AR ) Er 
B I + u/kc 


Der früher erörterte kleine Weıt c, von e lieiert aus dieser Gleichung wieder eine Formel 
für die Dauerstandfestigkeit. Man sieht, daß bei sehr kleinem « (sehr langsamer Erholung) 
der Verfestigungswert » von Einfluß auf die Standfestigkeit ist, bei großem (höherer 
Temperatur) dieser Einfluß dagegen verschwindet. Für den Beginn (t=0) ist = 0, 


dz 


« w .. hd . * “r [} 1 3 } 
— 4c, also für kleine Zeiten in erster Näherung z2=/ ct =/)e, womit 0 — (Iner!’+vie) 
dt £ 


wird. — Einen bemerkenswerten anderen Typ zeigt das gewöhnliche Flußeisen mit seiner 
»oberen Fließgrenze« und mit der »stillen Verfestigung« in den Ruhepausen nach einer 
Verformung. Man muß hier annehmen, daß neben der gewöhnlichen Verfestigung (gemessen 
durch z) eine Entfestigung einhergeht, die durch Verformung hervorgerufen wird und 
die im Verlauf der Zeit von selbst wieder verschwindet. Man kann sich dies so vorstellen, 
daß durch die Verformung Klüfte in den Kristallen auftreten, die in den Ruhepausen wieder 
ausheilen. Das Maß der Entfestigung mag y heißen. Für den unverformten Werkstoff 
gilt wieder y=0; z2=0. Die eigentümlichen Erscheinungen der Spannungsabnahme im 
Beginn der unelastischen Verformung kommen nun dadurch zustande, daß die Entfestigung 
schneller verläuft als die Verfestigung. Der Entfestigung ist aber eine Grenze gezogen, 
wenn alles entfestigt ist, also y= 1 geworden ist. Dann beginnt die Verfestigung sichtbar 
zu werden. Die Abnahme der Spannung bedingt dabei eine Labilität im Dehnungsverlauf; 
kurze Stababschnitte führen die ganze Formänderung aus, während andere unverformt 
bleiben; es bilden sich abgegrenzte Fließgebiete aus. Erst wenn diese den ganzen Probe- 
stab erfüllen, geht die Verfestigung weiter, bis dahin bleibt die Spannung konstant. Nach 
größeren Ruhepausen findet man eine Erhöhung der Fließgrenze, die aber nach geringer 
Weiterverformung wieder verloren geht Alle diese Erscheinungen lassen sich anhand 
von Ansätzen wie den folgenden rechnerisch verfolgen. 

de vo. 1 eBs+tru—v: (34), 


dt 1’ 


( 


1y de' PR d2 u er 7 
-— 4 (1 — y) — uıy (35), =/4,(1—z) — U, z (36). 
at dt t 


dt d 

Bei Flußeisen von gewöhnlicher Temperatur wird man u; —= 0 setzen können; u, entspricht 
einer Erholungszeit von wenigen Tagen oder Wochen, die durch gelindes Erwärmen aber 
schon auf Stunden zurückgeht. Der Entfestigungsbeiwert #/, ist wesentlich größer als 


y - . 1 . . . 5 .. 
der Verfestigungsbeiwert v /,. In dem Fall = —= c gilt hier wieder Gl. (32) für z und eine 
( 


entsprechende Gleichung für y, so daß der zeitliche Verlauf der Spannnng für jede gleich- 
bleibende Geschwindigkeit angegeben werden kann. Es soll natürlich nicht gesagt werden, 
daß mit diesen Formeln die ganzen Geheimnisse des Flußeisens erschöpft seien, zumal 


) Bei Brezina ist die Bezeichnung a für 1/7’ verwendet, die übrigen Bezeichnungen stimmen 
init den hiesigen überein. 
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eine Prüfung durch den Versuch noch aussteht. Es ist auch fraglich, ob man mit linearen 
Formeln auskommen wird (auch bei diesen ließe sich noch eine gegenseitige Beeinflussung 
von y und z denken). Es ist aber z. B. denkbar, daß die auffällige Hebung der Fließ- 
erenze des Eisens zwischen 100 und 200 Grad damit zusammenhängt, daß die Erholungs- 
geschwindigkeit «#ı sehr stark mit der Temperatur wächst, so daß die Entfestigung y dann 
immer nahe am Nullpunkt bleibt. Die Formel für die Dauerstandfestigkeit analog zu 
Gl. (33) zeigt jedenfalls ein solches Ansteigen mit der Temperatur durch Anwachsen von 44. 
Bei noch höheren Temperaturen macht sich dann auch das Anwachsen von # und die 
Abnahme von 7’ bemerkbar, wodurch die Erholung von der Verfestigung und die Rekri- 
stallisation ihren Ausdruck finden. 

Zum Schluß mag noch darauf hingewiesen werden, daß unser Gedankenmodell auch 
für die Behandlung der gleitenden Reibung von festen Körpern geeignet ist. Für das 
Studium dieses Vorgangs ist sogar die Anwendung des aus den zwei gegeneinander 
gleitenden Linealen bestehenden Modells noch besser angepaßt, als für das der plastischen 
Verformung. In der Tat zeigen nun viele Versuche!) über die Abhängigkeit der gleitenden 
Reibung von der Geschwindigkeit ein Verhalten, das ganz unserer Gl. (18) entspricht 
(wenigstens bei den kleinen Geschwindigkeiten und bei mäßigen Flächendrücken). Ab- 
weichungen ergeben sich natürlich, wenn die Flächenrpressungen so groß sind, daß pla- 
stische Verformung oder Spänebildung eintritt. Im Falle von reinen Metall- oder Glas- 
flächen, aber auch zwischen Leder und Eisen ist vielfach das Gesetz, daß die Reibungs- 
kraft mit dem Logarithmus der Geschwindigkeit zunimmt, in weitem Geschwindigkeits- 
bereich recht gut bestätigt. Die ungefähre Proportionalität der Reibungskraft mit der 
Normalkraft, durch die die Körper aneinander gepreßt werden, dürfte damit zusammen- 
hängen, daß einerseits die effektive Berührungsfläche der beiden Körper mit der Normal- 
kraft zunimmt, andererseits auch einer höheren Flächenpressung eine stärkere Annäherung 
der Molekeln der beiden Körper und dadurch ein Kraitfeld mit höheren Wellen entspricht. 
Eine quantitatve Durcharbeitung dieses Gedankens steht jedoch noch aus. In dem Zusam- 
menhang mit unserem Modell wäre eine Untersuchung über das Verhalten der Reibungskraft 
mit der Temperatur lehrreich, natürlich unter Begingungen, bei denen keine Oxydbildung 
oder derg]. stört. Wenn es nach unserem NModell ginge, wäre ein Verhalten nach unserer 
Gl. (21) oder nach der genaueren Rechnung zu erwarten, die im Anschluß an Gl. (20) 
auseinandergesetzt ist, und es müßte jedenfalls die Reibung bei starker Temperatur- 
steigerung sehr wesentlich abnehmen. Die auffälligen Beobachtungen, die über die Rei- 
bung von Eisenbahnradreifen auf den Schienen und an den Bremsklötzen gemacht sind, 
und die zeigen, daß bei hohen Geschwindigkeiten die Reibungskräfte nur noch ein Bruch- 
teil derjenigen bei niedrigere Geschwindigkeiten sind’), hängen vielleicht mit der jedenfalls 
starken Erhitzung der eigentlichen Berührungsstellen der Schienen bzw. Bremsklötze mit 
den Rädern zusammen ’’). 

So ergibt sich also eine ganze Reihe von Gebieten, in denen die hier gewonnenen 
Beziehungen von Nutzen sein können. 


8. Zusammenfassung. Durch die Vorstellurg, daß ein mit elastisch gelagerten 
Massenteilchen besetztes Lineal längs eines anderen mit einem Kraftfeld von Anziehungs- 
und Abstoßungskräften besetzten Lineals verschoben ist, gelingt es, die Vorgänge in einem 
der Formänderung unterworfenen Körper soweit nachzuahmen, daß die Hysteresis, die ela- 
stische Nachwirkung und die Abhängigkeit der Fließspannung von der Fließgeschwindigkeit 
in guter Uebereinstimmung mit den beobachteten Gesetzmäßigkeiten herauskommen. Auch 
für die Temperaturabhängigkeit ergeben sich Gesetzmäßigkeiten, die den ganzen Uebergang 
vom festen Körper durch die Erweichung bis zum dünnflüssigen Zustand verfolgen lassen. 
Für die Zähigkeit der Flüssigkeiten ergibt sich die richtige Art der Abhängigkeit von 
Temperatur und Druck. Nicht enthalten ist in dieser Theorie alles, was mit der Ver- 
festigung zusammenhängt. Hierfür werden phänomenologische Rechnungsansätze ange- 
geben. Auf die Anwendung der im Hauptteil erhaltenen Formeln auf die trockene Reibung 
wird hingewiesen. 856 


I) Charlotte Jakob. Diss. Königsberg 1911. Ann. d. Phys. (4) 38 (1912), S. 126 (Messing, 
Glas). — R. Skutseh, Dingl. Polyt. Journal 329 (1914), S. 273, 306, 341, 355 (Leder auf Eisen). — 
G. Sachs, Diese Zeitschr. Bd. 4 (1924), S. 1 (Leder auf Gußeisen). 

2) Vergl. z. B. Hütte Bd. I, 25. Aufl., S. 282. 

®) Möglicherweise wirkt bei der Verringerung (der Reibung auch der Umstand mit, daß die Teil- 
chen bei so großen Geschwindigrkeiten nicht mehr in der Lage sind, die stabilsten Lagen, die sich in 
ihrer erreichbaren Nachbarschaft darbieten würden, wirklich aufzusuchen, so daß sie leichter weiter 
zeschleppt werden, als wenn sie sich in den stabilsten Lagen befinden wlirden. 
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Zweidimensionale Probleme der Elastizitätstheorie. ) 
Von MICHAEL SADOWSKY in Charlottenburg. 


man eine systematische Darstellung und Behandlung der »ebenen« Probleme mit 

einer besonderen Berücksichtigung der räumlich-periodischen Lösungen. Die Be- 
zeichnung »ebenes Problem« kann verschiedene Bedeutung haben, z. B. »ebenes Ver- 
schiebungsproblem« oder »ebenes Spannungsproblem«e. Diese Unterschiede werden her- 
vorgehoben und durch exakte Definitionen und Ansätze wird jede Unklarheit vermieden. 
Als »räumlich-periodische« werden Lösungen bezeichnet, die gegen die Gruppe der Trans- 
lationen, welche ein ganzes Vielfaches von 27 ausmachen und bestimmte feste Richtungen 
haben, invariant sind. Inhaltlich liefert der erste Abschnitt der Arbeit vielleicht bereits 
Bekanntes, doch dürften einige Einzelheiten — wie z.B. die explizite Lösung von ver- 
schiedenen Randwertaufgaben — neu sein. Es fehlt dazu auch in der Literatur eine 
zasammenfassende und systematische Darstellung des entsprechenden Stoffes. 

Der zweite Abschnitt der vorliegenden Arbeit (7 und 8) versucht diejenigen |,ösungen 
der elastischen Gleichungen zu bestimmen, welche gegen die Gruppe der Verschraubungen 
um die Z-Achse — die Ganghöhe der Schraubenlinien soll stets gleich 27 sein — invariant 
sind. Das Problem wird auf die Integration eines Systems von simultanen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen zurückgeführt; diese Differentialgleichungen sind von dem ('harakter 
der Besselschen Differentialgleichungen und ihre Integration geschieht durch Reihen- 
entwicklungen. Für den Fall, daß die Lösungen in dem Nulipunkte (r=0) regulär sind, 
werden außer den allgemeinen Rekursionsformeln auch die Anfangsglieder der Reihen 
explizite ausgerechnet. 

Die ursprünglich ausführlicher abgefaßte Arbeit ist mit Rücksicht auf Raumersparnis 
bei der Drucklegung erheblich gekürzt worden. Konvergenz- und Stetigkeitsbeweise haben 
nicht mehr Platz finden können. An den betreffenden Stellen finden sich lediglich Be- 
merkungen, daß die entsprechenden Beweise durchführbar sind. Sie erfolgen nach all- 
gemein bekannten Mustern solcher Beweisführungen. 


1. Eine allgemeine Bemerkung über die Periodizität. Das allgemeine 
Integral des ebenen Verschiebungsproblems, Fall der periodischen Lösung. 
Bei Lösungen, die im ganzen unendlichen euklidischen Raum regulär sind, ist eine 
Periodizität in allen drei Koordinatenrichtungen nicht möglich. Unter der Annahme, daß 
die Lösungen in der &- und y-Richtung periodisch sind und eine Fouriersche Reihen- 
entwicklung gestatten, erhält man für die Abhängigkeit in der z-Richtung Exponential- 
funktionen, und daraus folgt die Unmöglichkeit einer Periodizität in 2. 

Für das ebene Verschiebungsproblem, charakterisiert durch 


u=u(t,y), v=v(X,y), Bee 
ist die Periodizität in nur einer Richtung — die wir als X-Richtung wählen — möglich. 
Dabei sollen Fälle, in denen für eine bestimmte Richtung jede Zahl Periode ist, als 
Ausartunrgen gelten und nicht zur Periodizität zählen. 
Obwohl das allgemeine Integral der Elastizitätsgleichungen, das die Form (1) hat, 
in der Literatur bekannt ist ?) °) *) ’), soll hier seine Ableitung erfolgen. Dabei benutzt 
man mit Vorteil die komplexen Verbindungen 


p=u+iv und q=v-iu 


1): vorliegende Arbeit gliedert sich in zwei Abschnitte. In dem ersten (1 bis 6) findet 


I) Auszug aus der Charlottenburger Dissertation »Die räumlich-periodischen Lösungen der 
Klastizitätstheorie« des Verfassers. Referenten: Prof. Dr. G. Hamel und Prof. Dr. R. Rothe. Herrn 
Prof. Hamel und Herrn Prof. Rothe möchte ich auch an dieser Stelle für wissenschaftliche Anregungen 
und Förderung der Arbeit meinen herzlichsten Dank aussprechen. 

2) A.E. H. Love, Lehrbuch der Elastizität, 1907, deutsch von A. Timpe (im folgenden kurz 
als Love zitiert). S. 242 bis 244. 

3) Carothers, The direet determination of stress. T,ond. R. Soc. Proc. (A) 97, S. 110 bis 123. 
In diese Arbeit hat sich leider ein Rechenversehen eingeschlichen. 

+) S, Yokota, General expression for stress-components in two dimensional problems of elastfeity. 
Tokyo Math. Ges. (2) 8, S. 35 bis 50 (1915 bis 1916). 

») G. B. Jeffery, Plane stress and plane strain in bipolar coordinates. Lond. Phil. Trans. (A) 
221, 8. 265 bis 273. 
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als neue unbekannte Funktionen, und die symmetrischen komplexen Verbindungen 
a=xt+iy und b=y-ix 
als neue unabhängige Veränderliche. Die drei elastischen Gleichungen 


1 90 r ou Ov Ow ER 
Au+ = (,... mit =. +; =. (2) 
1— 20 0x 0x Oy Oz 
ergeben transformiert, mit Rücksicht auf (1): 
O?p 02 Og Op 
3—140 — (0 3—40 =0..2%.2..68 
IErEr Ob? ’ ( IEyET da? i ) 


(die dritte Gleichung ist identisch erfüllt. Das System (3) läßt sich ohne weiteres mit 

Hilfe von willkürlichen Funktionen allgemein integrieren. Das endgültige Ergebnis kann 

in der Form geschrieben werden. 

IT OH 
ry 


ar; e = 
+ Hı, vr= (3 —-4)9+% » m (4). 
Y 


u=(3—40)H—x: er 
Öx y Oy 


Ir Oo} 

Dabei bedeuten 7 und Hı, zwei willkürliche, in %, y harmonische Funktionen, und 

9, 9ı die zu 7, HM, konjugierten harmonischen Funktionen. In der vorliegenden Arbeit wird 

ganz allgemein ein konjugiertes harmonisches Funktionenpaar mit H,, 9; (oder also auch 
mit OD, — H;) bezeichnet. 

Für die in der X-Richtung periodischen Lösungen kann (4) mit Vorteil umgeform! 

werden. Dies geschieht mit Hilfe der Tatsache, daß der reelle und imaginäre Teil von 

3 DR 

a + iy) (3- > a 

ein harmonisches Funktionenpaar bilden. Die Umformung liefert das allgemeine Integral 

in der Form 


IS Ka J ” - 
u=(3— 40) H— 2y = +#;, v=(3—40)9— 2 Ds. 0. 6) 
UX 


mit willkürlichen 7 und 773. 

Betrachten wir den Fall einer in © periodischen Lösung. Die Periode sei gleich 
2z angenommen, und es sei Entwickelbarkeit in Fouriersche Reihen vorausgesetzt. 
Entwickelt man die Funktionen H, Hz, D, D3 — nach Abspaltung ihrer von © unabhängigen 


. 7. . u a 
Teile — nach den periodischen Funktionen e*’’ „vr, so kommt man durch weitere 


Verfolgung dieser Entwicklung aui das allgemeine Integral für den periodischen Fall in 
der folgenden Reihenform: 


I@— 40) + L,+2vA,y]e®’sin»x 


| I7 s 


u=b+ay+ 


+ [B, (3 — 40) + M,— 2v B,y]e”’’sin»& 

+ [0, (3 — 40) + N, + 2 O,yJeY cosv x 

+ [D,(3— 406) + R,— 2r D,y] e”’’ cosv x} 

” . 6). 
v=h+tPy+ 114, (3 — 40) — „,— 27 A,y) e’cosr% (6) 
y- 1 

+ [— B,(3— 40) + M,— 2» B,y] e”’Y cosr x 

+ [— 0,(3 — 40) + N, — 2r C,y] e’ sinv« 

+[D,(3— 40) — RB, + 2 r D,y] e”’"sinv x 





w = 0 


Dabei bedeuten &, «&, Po, P, Ay, B,, C\,, Dy, L,, M,, N, und AR, konstante Koeffi- 
zienten, die im allgemeinen Integral willkürlich bleiben und erst durch Randwertangaben 
bestimmt werden. 

Die Randwertaufgaben für einen (einfach zusammenhängenden und schlichten) 
Bereich lassen sich leicht lösen, wenn man sie auf Randwertaufgaben für die harmonischen 
Funktionen //, H, usw. einzeln zurückführen kann. Im allgemeinen Falle wird das aber 
nicht zutreffen. Dann ist auch die Behandlung der Randwertaufgabe eine entsprechend 
schwierigere. 


2. Randwertaufgaben für eine Halbebene und für einen Streifen. Mit 
Hilfe der Reihenentwicklungen (6) lassen sich Randwertaufgaben lösen. Handelt es sich 
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um eine Halbebene — es sei dann die »untere« Halbebene y - 0 mit dem Rande y=0 —, 
so müssen wegen Regularität im Unendlichen, für „> —», sämtliche Koeffizienten vor 
den Gliedern mit e”’Y verschwinden; also es muß 

B,=0, D,=0, M, = 0 
identisch in » sein #—=1,2,...). 

Die Randwerte für = 0, die mit einem Index 0 ausgezeichnet werden sollen, 
setzen wir in eine Fouriersche Reihe (mit der Periode 27) zerlegbar voraus. Durch 
Koeffizientenvergleich gewinnt man dann die unbekannten Größen A,, C'\,, L,, X. 

Sind z. B. die (periodischen) Verschiebungen « (x) und %(x) am Rande vor- 
geschrieben, so erhält man die Lösung der Aufgabe in der Form 


Ir 


PT 


u(lz,y) =ay-+ eu er) fi (Ü)ecosr(t— x)dt 
7T 


== 


, 





I - 0 
Ew : = ‚jw (t) cosr (E — x) — v (f) sin vr (ft — x)| dt 
0 Ir . . (7). 
u nude / 
ve (X, y=Py-+ = er) BR ()eosv t— a)dt 
De ud 
ar v 
or a in e)sinve (Ex) +w(t) cos» (te a)dt 
3—40, 


0 


Die Glieder u=ay, v—=Py geben die Eigenfanktionen des homogenen Problems 
top = = (0 an und können deshalb durch die Randwerte von v und v nicht weiter be- 
stimmt werden. Obwohl «y und Ay für „> — » unbeschränkt wachsen, bleiben die 
ihnen entsprechenden Spannungen beschränkt, weshalb sie noch zu den regulären 
Lösungen mitzählen. 

Die Formeln (7) geben explizite die Lösung der ersten Randwertaufgabe für den 
Fall, daß u. und », die Periode 27 besitzen. Die Frage, ob die vorgeschriebenen Rand- 
werte auch wirklich von (7) angenommen werden und ob sie sich bei einer Annäherung 
an den Rand stetig als Grenzwerte der Lösung im Inneren ergeben, ist unter der Vor- 
aussetzung, daß die Fourierschen Reihen für %, (t) und », (f) und die Reihen, die man 
nach einmaligem Ableiten nach ? erhält, konvergent sind, bejahend zu beantworten. Man 
fasse (7) als Potenzreihen in 7—=e*’ auf. Der Konvergenzradius ist mindestens gleich I 
7=1 entspricht ja dem Rande „= 0), und der Abelsche Grenzwertsatz liefert den 
Beweis. Vollzieht man den Uebergang zum Fourierschen Integral — so bekommt man 
für beliebige, nicht mehr periodische Randwerte «. (2) und », (X), die nur den Bedingungen 
zu genügen haben, daß 


| 4 (t) dt und vo (t) dt 
existieren — die allgemeine Lösung der ersten Randwertaufgabe: 
» za. 
ula,yJ)=ay-+ ja perv Iw(t) cosy(t—r) 
T 
Ö & 
- ol) — x) — m (Ü)sinyg(t— x)]}dt 
—.. 68). 
nn +% 4 
1 f 
v(ey)=Ry-+ fa per! | {vn (t)cosy(t — x) 
7T * * 
() I. 





zn arg vo d)sing(t— a)+u(l)ecosg(t— x)|}dt | 


Aehnlich lassen sich Aufgaben behandeln, in denen die Randwerte der Spannungen, 
oder auch gemischt die von Spannungen und Verschiebungen gegeben sind. Eine Aus- 
nahmestellung nehmen dabei die Körper mit 


0 = 0, 0,9, 0,75, | : 1,9 


ein. Die beiden ersteren sind physikalisch möglich, 
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Die Randwertaufgaben für einen Streifen 
hzyzh 
mit den Rändern y„— — h und y=h lassen sich entsprechend behandeln!) Da y be- 
schränkt bleibt, so brauchen die Koeffizienten B,, D,, M, und AR, nicht zu verschwinden. 
Man wird also auf ein entsprechend komplizierteres Gleichungssystem bei der Koeffi- 
zientenbestimmung kommen. Ein spezielles Problem soll hier an der Stelle nicht an- 
gegeben werden. 


3. Heranziehung der S$Singularitäten zur Lösung der Randwertaufgaben., 
Bekanntlich entspricht der Lösung’) °) 


’ Y Iry / r ü t y“ 
U == u. 4 (1 — 2 Ö) arctg Re , Um 4 (1 Br 6) In \6“ u Y°) m 4 2) (9) 


u, 


r He je Erg 
eine am Rande y— 0 bis auf den Punkt © = 0, y=0 spannungsfreie untere Halbebene 
y 0. Im Nullpunkt ist der Spannungszustand sipgulär und entspricht einer Druckkraft 
vom Betrage K=87G. Eine (9) entsprechende, aber in & periodische Lösung erhält 
man, wenn man periodische Funktionen mit demselben Charakter der Singularitäten ein- 
führt. Somit hat man in 


g \ sin « Sin Yy 2ysin“ j 
u=2(1—20)x — 2(1— 20)arctg Er B._. 
| cos Wo] y Boiy-— wos (10) 
20(1 20) ._.e \ 2ySiny bie 
v=- y+4(1— o)In (Bol y— cosx) — \ 
1 7} B0)y— cos 


ge, welche den Rand der unteren Halbebene sparnungsfrei läßt, bis 
auf die Stellen <= :2xkr, in denen Druckkräfte X=87@G wirken. 
Die Lösungen (9) und (10) können für die Behandlung von Randwertaufgaben ver- 
wertet werden. Denkt man sich in (9) und (10) x durch x — £ ersetzt und schreibt man 
für die Lösungen abkürzend 


eine periodische l,ösung 


we —t,y), (le —t,y bzw. wol —t,y), vo (ea — t,y), 
so hat man in 
L + 2 
| E 1 ” 
er rt we —t,y)dt, v-,.;|Pp® (le —t,y)dt (t1) 
Y F- 


die Lösung einer nichtperiodischen, und in 


Ir 


. 


1 ’ 
u: Ir un a —t,y)di, = (12) 
ıtG, 
Ö 
die Lösung einer periodischen Randwertaufgabe für die untere Halbebene y 0, auf 
deren Rande die Schubspannung X, verschwindet und die Normalspannung Y, = — p (x) 


vorgesehrieben ist. 

Eine genauere Untersuchung, die hier wegen Raumbeschränkung nicht angeführt 
wird, zeigt die Konvergenz der Integrale (11) und (12) bei beschränktem und integrablen 
p(t) und beweist, daß an den Stetigkeitsstellen von p (x) die Randwerte auch tatsächlich 
und stetig angenommen werden. 

Liegen Singularitäten, die Kräfteangriffspunkten entsprechen, im Inneren des Körpers, 
so müssen die von der arctg-Funktion herrührenden Vieldeutigkeiten weggeschaffen werden. 
Ist z. B. in (5) HZ vieldeutig (dagegen © eindeutig), so setze man 


(3 —4 6) H-+ H; —=(, 


Dann wird aus (5) die eindeutige Lösung 
Rs . INH r 
u=—2y_+H, v—=2(3 -—4a)9 — 2y — dı. . . (13) 
JOx Uy 


dabei bedeuten H;, D, eindeutige Funktionen, die der Allgemeinheit wegen wieder super- 


> 


poniert sind, so daß (13) das allgemeine periodische Integral bei inneren Singularitäten 
darstellt. 


I) Ernst Melan, Die Verteilung einer Kraft in einem Streifen von endlicher Breite, Diese 
Zeitsehr. Bd. > (1925), S. 314 bis 518. 


l,ave. 8. 2509. 
) Flamant, Paris €. R.t. 114 (1892). 
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Die während der Vorbereitung zur Drucklegung erschienene Arbeit von Riedel’) 
beschäftigt sich in ähnlicher Weise mit Randwertaufgaben. Es sei hier auf die besonders 
elegante Verwendung des Fourierschen Integrals in der Arbeit von Hrn. Riedel (S. 185 
bis 188) aufmerksam gemacht. 

Die periodischen l,ösungen der Plattentheorie sind von Nädai?) und l,ewe’) unter- 
sucht worden, die orthotropen Platten von Huber‘). 


4. Einiges über die wesentlich-gemischten Randwertaufgaben für die untere 
Halbebene. Die gemischten Randwertaufgaben, bei denen die verschiedenartigen ge- 
ebenen Randwerte sich auf den Rand in seiner Gesamtausdehnung beziehen, wollen wir 
jetzt als unwesentlich-gemischte bezeichnen. Ihre Auflösung macht unter Umständen 
wenig Schwierigkeiten, auf jeden Fall — da die Randwerte sich auf die Gesamtausdehnung 
des Randes beziehen — wird als Bestimmungsformel eine einheitliche Gleichung vor- 
kommen, ganz unabhängig davon, auf welche Stelle des Randes sie sich bezieht. 

Anders ist es bei Randwertauigaben, die man als wesentlich-gemischte bezeichnen 
dürfte. Hier wird der Rand in Intervalle geteilt und auf einem jeden solchen Intervall 
werden Randwerte vorgeschrieben, unabhängig und ohne Rücksicht auf die in den an- 
deren Intervallen vorgeschriebene Randwerte. Die in den verschiedenen Intervallen vor- 
geschriebenen Randwerte können auch ihrer mechanischen Natur nach verschieden sein 

können sich also z. B. teilweise auf Verschiebungen, teilweise auf Spannungen beziehen. 

Die Auflösung solcher wesentlich-gemischten Randwertaufgaben stellt auch ein 
schwierigeres mathematisches Problem vor ’’). 

Es soll nun hier die Lösung der wesentlich-gemischten Randwertauigabe mit fol- 
renden Randbedingungen skizziert werden: der elastische Körper ist die untere Halbebene, 
y=0 ist der Rand. Auf dem ganzen Rande ist die Schubspannung gleich null. Weiter 
ist der Rand durch die bestimmten Punkte 


L zu 


;, @=1,2,3,... beschränkt oder auch unbeschränkt) 


in Strecken geteilt. Vorgeschrieben werden auf diesen Strecken abwechselnd die Rand- 
werte der Normalspannung und der Normalverschiebung, und dazu noch auf eine spezielle 
Art: auf denjenigen Strecken, wo die Normalverschiebung vorgeschrieben wird, soll 
diese konstant sein — also etwa 

Ui —C, 
dabei also ce, eine Konstante für das in Frage kommende Intervall; und auf denjenigen 
Strecken, wo die Normalspannung vorgeschrieben ist, soll diese null seirt (das betreffende 
Intervall ist dann also überhaupt spannungsfrei), also etwa 

Yo; = 0. 
Es wird also auf eine überhaupt spannungsfreie Strecke eine Strecke mit konstanter 
Normalverschiebung (und verschwindender Schubspannung) folgen, auf diese wiederum 
eine Strecke mit spannungsfreier Oberfläche, usw. Dabei können aber die Längen der 
verschiedenen Strecken noch beliebig gewählt werden, und auch die Größe der Normal- 
verschiebungen auf den entsprechenden Strecken kann beliebig gewählt werden und von 
Strecke zu Strecke verschieden sein. 

Zur Lösung der Aufgabe‘), die wir uns zunächst nicht notwendig periodisch denken 
müssen, benutzen wir die Ergebnisse von 3 (11): gelingt es uns, den Pressungsdruck in 
den Bereichen zu bestimmen, wo sich die Randwerte auf v» beziehen — so geben die 
Formeln (11) die Lösung der Aufgabe —: wir wissen schon, daß in allen anderen Be- 
reichen p (®) = 0 ist. Vollziehen wir in den Gleichungen (9) 3 den Grenzübergang y—> 0, 
s0 bekommen wir für die Randwerte von v» den Ausdruck 

> x 


v2 
u— log 2 - t p(t)dt, 
1nG. 

vs 

!) Riedel, Lösung des ebenen Problems des elastischen Körpers. Diese Zeitschr. Bd. 7 (1927). 
Heft 3. 

*) A. Nädai, Die elastischen Platten. Berlin 1925. Verlag Springer. 
”, Lewe, Die strengs Lösung des Pilzdeckenproblems. Berlin 1922. Selbstverlag des Verfassers. 
N 


) M. T. Huber, Teorya plyt. Lwow (Lemberg) 1922 (polnisch), 

“) Hierzu zehört z.B. der sogenannte »Druckversuch«. 

Ansätze findet man bereits bei Hertz in seiner klassischen Drucktheorie Vergl. die Dar 
tellung bei Föpypl, Technische Mechanik Bd. 5 (1922), S. 237/238. 
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liegt nun © in dem Bereiche, wo v,;—= ec; ist, so ergibt sich hieraus 
+« 
nGc 
[1 « ip di= — De a  D , 


Das ist eine Integralgleichung erster Art mit dem Kern 
K(a,t)=log|r —t 
und der zu bestimmenden Lösung p(t). Das Integrationsgebiet, allgemein von —» bis 
-#, braucht nur auf diejenigen Stellen ausgedehnt zu werden, wo p(£) nicht identisch 
verschwindet, kann also unter Umständen — je nach der gegebenen Randwertverteilung — 
auch endlich sein. 

Bei dieser Integralgleichung erster Art ist man glücklicherweise auf die Bestimmung 
der Eigenwerte und Eigenfunktionen der ihr entsprechenden Gleichung zweiter Art nicht 
angewiesen, sondern man ist imstande, verschiedene Fälle direkt zu lösen: Man kann ja 
p (t) als Belegungsdichte bei dem logarithmischen Potential log x — t deuten, dabei besagt 
die Gleichung, daß die Intervalle, in denen v,; = c; ist, zu Intervallen konstanten Potentials 
werden. Dadurch ist die Bestimmung der Funktion p (ft) auf Potentialtheorie und in 
unserem zweidimensionalen Falle auf Funktionentheorie und konforme Abbildung zurück- 
geführt. Mit dieser Andeutung soll die prinzipielle Behandlung des allgemeinen Falles 
abschließen; als Illustrationen folgen einige Beispiele. 

I. Für © a gilt die Randbedingung v,=c, für © >a gilt die Randbedingung 
p(x) = 0. Hier hat man die Abbildung 

P='alw + 1/p) 
zu benutzen, die den Einheitskreis der ?"-Ebene auf den Schlitz (—1...-+1) der 9-Ebene 
abbildet, und dann die 9-Ebene zur & — y Ebene zu wählen. Das Ergebnis heißt: 


K 


p (x) = WER, 2 2. she 5. 


9 f 
TVo A 
+ 


wobei X = /» (2) dx die gesamte Kraft ist, mit welcher auch die Fläche —a -2 -—+a 


gepreßt wird. 
Die Abb. 1 versucht es, den hier behandelten Fall zu ver- 
4 anschaulichen: auf der Strecke —a - 2 +a versucht ein 
I absolut fester (nicht-nachgiebiger) Körper in die untere Halb- 
ebene einzudringen, die Preßstrecke 2a bleibt dabei vollkommen 


geradlinig; im übrigen — also für © > a — ist die Oberfläche 
der Halbebene völlig spannungsfrei. 
N Die Frage nach der »Größe der Verschiebung« kommt 


bei einer unendlichen (y—») Halbebene kein bestimmter 


KR 71 Er Sinn zu; deshalb soll in der Bestimmungsgleichung (15) für 
It p(x)K als eine den dynamischen Vorgang bestimmende Größe 
u 5 bleiben. (Bei einem Streifen mit beschränkten y wären die 
Abb 1. Verhältrisse anders, da würde man auch die Konstante c; als 


eine den Vorgang bestimmende Größe einführen können.) Das 

gleiche bezieht sich auch auf die folgenden 

y 27 Beispiele, wo die gesamte Preßkralt auf 

einem Intervall als Bestimmungsstück ein- 

gefürt wird. Die Angabe »v,;,—=rc;« als 

Ad vandwert soll nur die Idee einer gerad- 

(KAssszz) linigen Pressungsfläcke zum Ausdruck 
0 5 26 Aa bringen. 


2. Die konforme Abbildung mit Hilfe 

Abh. 2. der Arkus-Sinus Funktion, auf die Aufgabe 1 

angewendet, führt zu einem periodischen 

Fall. Die Abb. 2 zeigt, wie in diesem l’alle die Oberfläche des Körpers durch eine 

unendliche Reihe von geradlinig bleibenden Druckflächen beansprucht wird; die Druck- 
verteilung ergibt sich zu 


'9 


I cos .r 
P (ac) ,— ° ° . } . . . \ 16 ), 
9 ‘ au 1% / 
2 | sin’a? sin“ x/2 
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jabei ist K wiederum die gesamte auf einer Preßfläche zur Wirkung kommende Druck- 


kraft; sie ist gleich y 
K = / pad. 


Die eben angegebenen Ergebnisse könnte man auch durch direkte Summation von 
|,ösungen der vorher gelösten Aufgabe erhalten; man wird dann bei der Aufstellung der 
unendlichen Reihe konvergenzerzeugende (Glieder einführen und die Darstellung von Sinx 
in der Form eines unendlichen Produktes benutzen. 


3. Folgendes Beispiel macht einen Versuch, die bei einem Stanzvorgang wir- 
kenden Kräite kennen zu lernen. Die gegebenen Randwerte sind: überall auf dem Rande 
verschwindende Schubspannung und weiter: 


1...fürı <D...p=0 und 2...füri =b...w=0. 

Diesen Fall können wir als einen Grenzfall von dem eben unter 2 besprochenen 
periodischen Fall ableiten — wir brauchen bloß die Größe a gegen z gehen zu lassen 
und nachher die Periode unendlich auszudehnen. Die gesamte Preßkraft divergiert dann 
auch gegen Unendlich und darf demnach nicht mehr als Bestimmungsstück vorkommen; 
man ersetzt sie am besten durch die im unendlich Fernen wirkende Oberflächenpressung p,. 
Die Druckverteilung wird 

p(X)=p, 


—ı _, kl» ».=r(e). .... dan). 

|: b? 
4. Der Fall zweier Stützen (Abb. 3) wird durch eine 

konforme Abbildung mit Hilfe von elliptischen Integralen 

velöst. Betreffend des Studiums derartiger Abbildungen 

sei auf das Buch von Fuchs-Hopf') aufmerksam gemacht. | 
Es sei erwähnt, daß die Verschiebungen bei den hier nasusz; 

behandelten nicht- periodischen Aufgaben im Unendlichen 

selbst logarithmisch unendlich werden. Dieser Umstand 

bereitet Schwierigkeiten bei der praktischen Auffassung 

der Aufgaben. — Die Spannungen, die ja die Differentialquotienten der Verschiebungen 

enthalten, bleiben im Unendlichen regulär, bzw. konvergieren sie gegen null. Bei den 

periodischen Fällen treten diese Interpretationsschwierigkeiten nicht auf, so daß die perio- 

dischen Aufgaben sich besser für Untersuchungen praktischer Verhältnisse eignen dürften. 








Abb. >» 


5. Weitere Spannungszustände, die auch als »eben« bezeichnet werden. 
1. Alle dynamischen Spannungsgrößen sind von z unabhängig. Das allgemeine 
Integral lautet 





5 OH OH F 320 . 
u (3 -46) H— «x +y + Hı Ayz t Bz+D(*"+ y*) 
or Iy n | 20 
“a IN IN er 2 ” 
vw (3 —-4)9 +27. y. -— 9ı + Arz + C2+E(2:+ r .°) { (15). 
Or Oy | 20 
w = Hn (£, y) 2Diz — 2Eyz+Fz | 


Dabei sind 7, H, und MH, drei willkürliche harmonische Funktionen von x und y, 
»; ist die zu H; konjugierte harmonische Funktion, A, B, C, D, E und F sind willkür- 
liche Konstanten. 
2. Ebener Spannungszustand im Sinne‘) 
Z=L, ==). 
Das allgemeine Integral lautet für den Fall, daß die Ebene z2—= (0 Symmetrieebene 
des Spannungszustandes ist, wie folgt: 


u=uala,y) +2’ Pliuy, very) +eömy), w=z':E(0,y) 


3-0 1+60 09 1-6, 1+0 OH - 
mit Ge w H + y ’+H, Y=- u. y-.—— —ıd 
10 20 ox 10 20 ı)r (19) 
ı 82 m 1 02.90 Ho in 
Be 2  PORreE n Pr 
2 Ix“ 2 dy° I 





dabei sind 4, und H willkürliche harmonische Funktionen. 


) Riehard Fuchs und Ludwig Hopf, Aerodynamik. Berlin 1922. $ 12, 8. 87. 
*) Love, S. 244 bis 246. 
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Die Spannungen lassen sich aus der Airyschen Spannungsiunktion 


i Ii+8ef 7 . 09 
y=2G En H,dı- yD— | Hdx-+ 9.00 i 8) 
| 10, 20 2 0y) 
x s Oig z 0°g . Op r 
nach den Formeln X: u hm ‚Y, =; ableiten. 
OYy 02 0y 5 Ox* 


6. Annäherungsformeln für Bleche. Nietreihen. Die l’ormeln des vorigen 
Abschnittes sind genau im Sinne der exakten Elastizitätstheorie. Sie enthalten die 
Koordinate 2, und zwar quadratisch. Vernachlässigen wir die Glieder mit 2, so kommen 
wir zu AÄnnäherungsformeln, welche für eine Untersuchung der in nicht zu dicken 
Blechen stattfindenden Vorgänge geeignet zu sein scheinen. Der begangene Fehler 
kann nur in denjenigen Stellen von einer besonderen Bedeutung sein, deren Entfernung 
von den singulären Stellen des Spannungszustandes — also von den Angrifispunkten der 
diskreten Kräfte z. B. — von der Größenordnung der Blechdicke ist. Immerhin aber 
besteht die Möglichkeit einer Kontrolle des begangenen Fehlers durch eine unmittelbare 
Auswertung der vernachlässigten Glieder. 

Hiermit verlassen wir die genauen Formeln des vorigen Abschnittes und wenden 
uns den Annäherungsformeln für Bleche zu. Diese Annäherungsformeln sollen heißen 
(die Angaben erfolgen für die Spannungen): 





() 1 20V Ho 
- Ö oda 
R 4 3 1+00H 1+0 0°?9 OH 
X,= 26 1— + — yon + 
/ 4 o 0x 206 On dx 
>) Mm, (9 } 
‚ ‚ \l + 6 / 0“ Ho Oo Om! r . x ö 21). 
\,=2G| (249, + vr | 
! 6 Or“ dr oy\ 
; I+00Ho I+0 0° 09) 
T. -— 2 (Gr \_ — -_—— } 
/ ! 40 )r IC Y ddr Iyı 
Beau 


Durch die gemachten Vernachlässigung werden einige der Kompatibilitätsgleichungen 
verletzt, die Gleichgewichtsgleichungen bleiben erfüllt. 

Als erstes Beispiel für die Anwendung der Näherungslösung betrachten wir den 
Fall, in dem das Blech die untere Halbebene ausfüllt, y= 0 ist der Rand, und dieser 
soll schubspannungsfrei sein. Die Lösung heißt 


: 1+79 I ’ 

Bi Tr - ‘) v 
n=6,_.,,(9+4,,)+2«6 

; 1+0 24 DD) 
ch ° 
1-30 5 

m L - I 
Y,=G --(9-y )-2a6 

l—20 oy 





dabei ist « eine willkürliche Konstante und © die als willkürliche harmonische Funktion 
eingeführte Dilatation. Diese l’ormeln kann man verwerten, um verschiedene Spezialfälle 
zu untersuchen und Randwertaufgaben zu lösen. Dabei können die Singularitäten und 
auch die Reihenentwicklungsmethode beide mit lörfolg angewendet werden. 

Sind die Randwerte p(x) des Randdruckes periodisch und durch eine Fourier- 
sche Reihe darstellbar, so kann die Reihenentwicklungsmethode einsetzen; ist etwa 


je. 


p(&) = po + 2% (p.ı sinvx -+ pya cosrr), 
1 
wo die Koeifizienten p, als bekannt anzusehen sind, so hat man in den Gleichungen 
N 
\,=4aG —m — S27eY(1+ry) (psı sin? © + pya cos v %) 
% 1 
X, = Zr rye"(pıcosr <— p,2sinrr) 
| % 
/ : 2 
Y,= mo Ze" (tory)(pısinv® + p2cosv®) a 
| 


Ii1—20 E. ; . ; 
$ u = 2aG —p — ve” (pi sinr © + py2 cos? ®) 
r + 0 
| 





die Lösung der vorgelegten zweiten Randwertaufgabe. 


- 








1 
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Singularitäten im Innern des Bleches. 


Hier hat man vor allem dafür zu sorgen, daß die Verschiebungen «, v, w ein- 
deutig ausfallen. Die Funktionen «, p, y, ö, € müssen sämtlich eindeutig sein. Für 7, 
wird der vieldeutige arctg benutzt. ©. wird dann als Logarithmus eindeutig und mit 


©, zusammen — nach den Cauchy-Riemannschen Gleichungen — werden auch alle 
. OH 99 OH OH .: ER 
Ableitungen, wie ".- ’ und | zn | ° eindeutig. Die Vieldeutigkeit von H, wird 
Ow Oy Oy 0x 
durch eine solche von H ausgeglichen; setzen wir 
H — H, — H,. 


wo H, eine vieldeutige und H, eine eindeutige harmonische Funktion ist, und verlangen 
wir 3 


— IH +H = 0, 
40 


so werden nun die Verschiebungen sämtlich eindeutig. Für Spannungen bekommt man 





nach Ausrechnung: j (09 I +0 0260 , Om) 
X, =2G3— + Ev 
! Oy 20 Ix9 Ox \ 
2r —- 09 ) H, 
A. = 2 (Fr ‚1 id y do u de » > n (24) 
} 20 VrOy 20 0x2 Oy 
Y.20\_ 1 090 “ 1 Ne u OH. 
, o0oy 20 Oy® x 
mit beliebigem vieldeutigen H, und eindeutigen AH, ». und ©. 
Die Airysche Spannungsfunktion wird zu 
1 | R 
P=260)- [man yS— | i.del = = + 
0, 20 2 


Blechvernietungen. 

Wir wollen die hier entwickelten Annäherungsmethoden für ein technisches Problem 
nützlich machen — nämlich für das Problem der Spannungsbestimmung in einem ver- 
nieteten Bleche. Das Blech soll die untere Halbebene ausfüllen, der Rand ist durch y = 0 
gegeben. An dem Bleche selbst greifen Kräfte an, die Lösungsfunktionen werden also 
in den entsprechenden Stellen — die jetzt im Inneren des Bleches liegen — singulär 
werden. Für die Behandlung des Problems kommen also die Gleichungen (24) in Frage. 

Wir benutzen das Formelsystem (24) und setzen darin: 


e Sei (y+a)— cos« 
9 = log ——- H,=9 = 0 u Er 26). 
| " 0) (y-a) —cosr i 
Der Spannungszustand wird für 


y=+a, ı=2kn, k=0, +1, +2, 


singulär. Die Singularitäten entsprechen Einzelkräften, die der Y-Achse parallel sind, 
und zwar sind diese Kräfte in den Punkten oberhalb der x-Achse abwärts gerichtet und 


in den Punkten unterhalb der x-Achse — aufwärts. Dem Betrage nach sind alle Kräfte 
’ 87rG . ’ » : 
gleich . Der Beanspruchungsfall ist in der Abb. 4 (vergl. S. 116) veranschaulicht. 
er 
Die Spannungen berechnen sich zu 
X,.2@ - u Ein (Yy-+a) Ein (y—a) 
Soi(y+a)—cose Bo (y—a) — cosz 
1+0 ( 1 — cos x 60] (y-+a) | — 601 (y- a) cos )\ 
20 9 [&o0j) (y-+ a) — cos r]? I&ol (y—a) — eos x]? 
y 20} +6 ( sin x Sin (y-+a) sin» Sin y—a) ) 
u Se 30 7 [&o0] (y+ a) — cos x]? [Soi y—a) - cosx? (27) 
1— 06 ( sin sin & )\ 
20 &o) (y+a) — 08T So) (y — a) — eö8r 
r \ 1 / Ein (y-+a) Ein y—a) 
Y‚=2G — ( hi» a 
o \Coly+a) —cos® Soli y—a) — cosx 
1+0 (een 1 — Co] ee), 
20 [6n} (y+a) — c08 x]? (&01 (y—a) — c08 )? ) 











oe 
> 
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Ueberlagern wir noch hierzu den Spannungszustand 
8G 


X, = e' “«(l+ y) cos 


77 


. s@ s 
X, e! = Aysin® Et 
- 


Y,= u e -a(1 — y) 008 2 + 

177 7 

so haben wir einen Rand „= 0, der exakt schub- 

yı| spannungsfrei und nahezu frei von Druckspannung 

ist. Bei der Bildung der Lösung (25) wird (23) 
= verwertet. 

W ® ® ® Für die Blechvernietungen mögen diese 

y knappen Andeutungen genügen. Der Fall einer 

” nichtperiodischen lösung mit nur einer Nietkraft 

ist in eleganter Weise von Riedel’) gelöst 

’4 worden. Mit dem Einflusse eines kreisrunden 

f Nietloches auf die Blechspannungen haben sich 


\ 
ö ö Pöschl?) und Weber’) beschäftigt. 


41G 








a0 EEE sc 
N y 
aA 

Y,\ i h _8nG 
K= So 


7. Periodische Lösungen, die schrau- 
benartigen Körpern entsprechen. Wir legen 
die Z-Achse in die Schraubungsachse des schrau- 
benförmigen Körpers und verlangen Periodizität 
aller dynamischen Größen in der Z-Richtung. Es 
läßt sich dann leicht zeigen, daß die Verschie- 
bungen «, v, w aus einem in z periodischen Teile 
Abb. 4. — von dem wir annehmen wollen, daß er eine 
Fouriersche Reihenentwicklung gestattet 





[RABus Zu) 


In 
u= Sv(a,sinrz+ A,cosrz) 


”(b,sinvz+ B, cos ı z) Bir ad ne 


w = >> (e,sinrz-+ 0, cos vz) 





| 
-lvs "Is » 


und der Lösung (15) des in dem Abschnitt 5 gestellten ebenen Problems zusammengesetzt 
sind. Die Fourierschen Koeffizienten a, b, c, A, B, C sind als Funktionen von X und y 
allein anzusehen. 

Die drei Gleichungen des elastischen Gleichgewichtes liefern hier die folgenden 
sechs Gleichungen: 


n 1 
d,rıa + Ayuy — v’a, + \A,rx + Dyzı u 5 C,r)=0 
1 20 
- 1 \ N 
b, ex + D,: ee A b, + 1 ) (a, r + b, u Y 44 v) = 0 . . (30) . 
— ZU ’ 5 
C,x r + C, „ vg y* C, + N r (v A,yx + v b, er y® C,,) -— 0 
— 20 





das sind zunächst drei Gleichungen für die Funktionen a, b, C; wechselt man in ihnen 
das Vorzeichen derjenigen Glieder, in denen » in der ersten Potenz vorkommt und ersetzt 
man a, b, Ü durch A, B, c, so bekommt man das System für die drei Funktionen 4, B, c, 
das hier nicht näher angegeben werden soll. 

Für die weitere Behandlung des Differentialgleichungssystems ist ein Uebergang 
von den als reell gedachten Funktionen a, db, c, A, B, C zu ihren komplexen Verbindangen 
nützlich. Durch die Definitionsgleichungen 


) Riedel, Lösung des ebenen Problems des elastischen Körpers. Diese Zeitschrift Bd. 7 
1927). Heft 3. 

“*) Th. Pöschl, diese Zeitschrift Bd. 1 (1921), S. 174 bis 180. 

3) C, Weber, diese Zeitschrift Bd. 2 (1922), S. 185 bis 187, 267 bis 273. 
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a+t!4A=R,, b+iıB=Sı,., c+!C=T]) Fu 


A+tia=R, B+rib=%9, C+i=-T\ 


wollen wir jetzt die Größen Zı, As, 81, 82, 7ı, 73 einführen; der Index » soll dabei 
- wenn die Gefahr einer Verwechslung nicht vorhanden ist — ausbleiben. Das aus 
sechs Gleichungen bestehende System der Gleichgewichtsgleichungen zerfällt auch jetzt 
in zwei Teilsysteme zu je drei Gleichungen; das erste Teilsystem bezieht sich auf die 
Funktionen mit dem ersten Index 1 (unter dem zweiten Index soll das vorübergehend 
weggelassene » verstanden werden) und lautet: 


> o 1 V e rm 
J/R-v’R-+ (Rır: + Sı, +ir Tı.) = 0 
1207] 1 — 20 
Is .- Y r | { > . Y ® . MR « 

A 9ı — v’8ı + 1 9. Atızı ! Diyy u T\ ,) = UV . ’ ' (32). 

AT .m . 1 F2 > ® / rm 

/. Tı —ı T, t ı E (ır BR; +i1r8,,—r?’Tı) = 0 
— 2060 





eu 


Das zweite System, welches sich auf die Funktionen mit dem ersten Index 2 bezieht, 
bekommen wir aus dem ersten, indem wir ©? durch —: ersetzen; es soll nicht näher 
angegeben werden. 


Das schraubeninvariante l’roblem im engeren Sinne. 


Wir erhöhen die an den Spannungszustand gestellten speziellen Anforderungen, 
indem wir folgendes verlangen: die auf das Zylinderkoordinatensystem r, ®, z be- 
zogenen Verschiebungskomponenten 0, 7, w sollen bei einer Bewegung längs 
jeder beliebigen Schraubenlinie, die die Z-Achse zur Schraubungsachse und 
die Ganghöhe gleich 27 hat, konstant bleiben. 

Zur Abkürzung sollen solche Größen künftig als schraubungsinvariant be- 
zeichnet werden. 

Durch diesen Ansatz wird man zu den Fällen kommen können, in denen ein Schrauben- 
körper tordiert und gezogen wird; die Biegungsbeanspruchung ist dagegen ausgeschlossen. 

Die Bedingung dafür, daß eine Funktion #'(x, y, z) schraubeninvariant ist, heißt 

OF VF OF | 
-Y—_- + + =0 .. 0.0.0.0. 0. 0. (83). 
Ox Oy 02 s 

Wir wollen weiter so vorgehen, daß wir die Gleichgewichtsgleichungen einstweilen 
beiseite lassen und uns mit der Gl. (33) der »Schraubungsinvarianz« beschäftigen. Die 
drei Zylinderkoordinatenkomponenten 0, 7, w des Versehiebungsvektors müssen dieser 
Gl. (33) genügen. Dabei ist $, entsprechend der Bestimmung U =arctg y/x als Funktion 
von & und y zu behandeln. Die Schraubungsinvarianzgleichung, gemeinsam mit dem 
gemachten Ansatz (29), liefert dann drei Systeme zu je zwei Gleichungen von dem Typus 


Od da IB 0 h 
—y 2 +ria—0, -yz—- +x--—riß=0. . . (34), 
Ir Oy wen Oy 
dabei ist einmal 
A = R, ey Sı, Pi x IE | N a i : , r i (35 ), 
dann für das zweite System 
4 =% Ss, er. R, ; Pa = % Sy a Ita . . . . . . (36) 
und für das dritte System 
0 = Tı , B; = Ts . . . . . . . . (37). 


Unter Heranziehung von komplexen Größen kann man die Gleichungen (34) all- 
gemein integrieren: das allgemeine Integral heißt 


a=ei’d.g(r), B=e’!w(r) . » 2: 2 2.20.88), 
dabei sind y und ”» Zeichen für willkürliche Funktionen. 
Er 'orechend diesem Ergebnisse wollen wir nun die einzelnen @ und $ so ansetzen: 


a = erivdopı(r)*r?, Pı = e’’ ap, (r) r? 
(ig — e-ivd Ya (r) r? j Ds 2 pe! ‚d Ws (r) r? , y ’ (39). 
(= er!” y:\r), 3 ey 3 (r) 
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Dann können wir die Größen ARı, R,, Sı, 8, 7,, 73 durch die Funktionen % und ı 
bestimmen; es ergibt sich: 


h=-ett(@ap -ymn), BR=et(kmı —yva) ) 
\ 


Sı = e”'’? (x Yı ty9ı), Sy = ei’) (x DD, + yWı) (40). 
T=e''!g, T3 = ei’? w; 

Man merkt, daß man das zweite Gleichungstripel — mit den -Funktionen un: 
dem Index 2 bei /#, $, 7’ — aus dem ersten bekommt, wenn man in dem ersten Tripel 
durch ; ersetzt. Deshalb werden wir uns bei den weiteren Ausführungen auf das erst: 
System beschränken dürfen: man kann ja immer — nach einer beliebig weit fortgeschrii 
tenen Rechnung — die dem zweiten Gleichungssystem entsprechenden Resultate aus den 


Resultaten des ersten Systems direkt durch diese einfache Vertauschung von imit —i erhalten 
Und nun die Gleichgewichtsgleichungen (32)! Diese ergeben für das erste System 
der %-Funktionen folgende drei gewöhnliche Differentialgleichungen: 





fg ’ Pr 1 2irve . „%2 „7: 
to+2? en firg- - Hr) 

‚ y2 1-36 2 r „3 r? 
) pr . 2 j | 3q,' - : 9 j a 
fg} +2? +2ir Pr — rg ( A +1, - iv? +. P)=0 (41) 

r r 1 20 r r 

a 1 +,.% ; j . - 
iiyaı) MT; 2. 9, +irVvrYy H-r?’gy — v?’g;) = 0 | 

— 30 
mit de bkürzu ul u 
r Abkürzung IM=ef'"+—-f—-f -:.:.. 0.0.0. (@) 


(das Gleichungssystem für die %-Funktionen weist hier keinen Unterschied von dem 
y-System auf — denn man hat in den Gleichungen selbst © durch — zu ersetzen, dann 
aber wiederum — : durch das alte + 2 zu ersetzen —: man kommt also zurück zu den- 
selben Vorzeichen, wie sie in den drei Gleichungen (41) sind). 


8. Die Integration der Gleichungen des vorigen Paragraphen, Der Aufbau 
der Gleichungen (41) erinnert an die Besselsche Differentialgleichung; in dem vorliegenden 
Falle tritt die Komplikation ein, daß die Gleichungen untereinander verkettet sind und 
nicht getrennt voneinander behandelt werden können. Das gesamte System ist von 6-ter 
Ordnung. Wir wolleu hier — ähnlich wie es bei der Besselschen Gleichung gemacht 
wird den Versuch vornehmen, diejenigen Lösungen von (41) zu bestimmen, die sich 
in der Form 


I7s 


ar, Geribr, Gerior .. 0. (43) 
0 Ad n 0 
darstellen lassen. Es sind die sog. »multiplikativen« ') Lösungen; außer dieser sind noch 
Lösungen mit logarithmischen Singularitäten zu erwarten, mit diesen letzteren wollen wir 
uns aber nicht weiter beschäftigen, weil wir später unsere Betrachtungen auf die im Null- 
punkt regulären Lösungen beschränken werden. Durch diese Regularitätsforderung scheiden 
die logarithmischen Lösungen ganz von selbst aus, von ihrer Existenz wurde hier eben 
nur der Vollständigkeit wegen erwähnt. 

Im Ansatz (43) bedeutet s eine feste Zahl, die noch weiter zu bestimmen ist, o einen 
über alle ganzen Zahlen laufenden Summationsindex; von den Anfangskoeffizienten @, b», 
co wird vorausgesetzt, daß sie nicht alle drei gleichzeitig verschwinden. 

Zur Bestimmung des Exponenten s dient das System der Fundamentalgleichungen 
des Differentialgleichungssystems (41). Gehen wir mit dem Ansatz (43) in die Gleichungen 
(41) hinein und berücksichtigen dabei zunächst die Glieder mit den niedrigsten Potenzen 


von r, so bekommen wir folgendes System der Fundamentalgleichungen: 
‚2 


)“ } (s’ - 97? +28 — e -)\d + 
1 20 


s+2 


1 206 


. vy 


a m s(s + 2) Tr ss Ivo8 ), 
(s’ TREE ML. ai ‚(2 a yo) + ru er 
—M)o=0 
Das ist ein in a, do, © linear-homogenes System. Soll es eine nieht-triviale Lösung 
gestatten, so muß die Determinante des Systems verschwinden — und diese letztere For 


2 
Co = 0 | 


I Ludwig Bieberhaeh, Theorie der Differentialgzleichuneen Berlin 1926. S. 185. 
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derung liefert uns eine Gleichung, die wir als determinierende Fundamentalglei- 
chung bezeichnen wollen; sie lautet: 

(s?— 1?) 141” — (?—r’+2s)4=0 . . 0... 0.0.4). 
lüs ist beachtenswert, daß die Poissonsche Materialkonstante © in dieser Gleichung über- 
haupt nicht vorkommt. 

Die Gl. (45) ist elementar lösbar, ihre sechs Wurzeln sind: 

En 3 GE GE 2 7 2 Ge Z 000 7 E D002 GE |. 9} 
Wenn wir nun identisch verschwindende Potenzreihen (43) ausschließen, so kommt von 
jetzt ab für s nur einer von den sechs Werten (46) in Frage — andere Zahlen sind bei 
dem Ansatz (43) nicht möglich. Es sei noch bemerkt, daß von diesen sechs Wurzeln 
nur vier voneinander verschieden sind. 

Die Berücksichtigung der allgemeinen Glieder der Potenzreihen liefert Rekursions- 
formeln für die Koeffizienten a,, d,, c, der Reihen. Diese Formeln sind leider von kom- 
pliziertem Aufbau, so daß ihre Verwertung zur Bestimmung der Koeffizienten mit dem 
allgemeinen Index o durch die Anfangskoeffizienten zu unübersichtlichen und nicht ele- 
santen Formeln führen würde. Die allgemeinen Rtekursionsformeln heißen: 








\ ; ..8+0+2 e - v? 
u ki Z 5 u 5 +b, Is +0)’ — 9? +2(5 +0) — 
1 —36e 1 20 
iv’ (8 + 0) at ) 
un 4 . 7) ,) 77 n 7 b; { 2 | 2 ) 7 ’ \ 
| 2 0)’ [(8 + 0)* p*) (1 0)" IE + oO)" — vr?) 
— v!2(1— 0 
yo { ) —ß:) - 
(1 — 2 o)°’[(e o v®] ’ 
) R (ss +o)(8e +0 + 2) e iv 
Ar, ‚(s +0)s +0 +2) — vr’ + N N + $Pir— 
| ü 1 20 | 20 - 
’ 2 \ 47) 
Fr v? (8 + 0) Fi y3 
= 9-3 jr’ — at + Da 
| 2 o)[(s + 0)" — v“) (1—-20°’[le+o0°— v] 
— 2iv!’(1— 0 
+ %-—323 , = u. 
(1 20)? ((s + 0)“ v*| 
—-ivis+ 0) +1 v2 
GG = ıh-3% - %—2 . 2 
(8 + 0)? - pP) (1- 20) (1 20) [@ + 0)* v*)] 
20? (1— 0) 
D-} u 
3 


(1—20[e+0)’—»v 
Die letzte der Gl. (47) bildet ein Rekursionssystem für die Koeffizienten c, der 
dritten Potenzreihe; die beiden ersten Gl. (47) bilden ein System für die a, und b.. Die 
Determinante dieses Teilsystems ist gleich 
1 2 ,. EN 1 
(, u ei (s+He+2)ı (s+0 — 1) + ( 


1— 20 


\t2»2(s+0—1) - [6+0) 6+0+2) — »]} 
+ 41? — |(s+p) (s +0 -H2) v?:, 
Soll das System auflösbar sein, so muß diese Determinante stets von Null ver- 
schieden sein. Setzen wir nun von 0 voraus, daß es eine transzendente Konstante ist 
- diese Voraussetzung ist nach den Lehren der Mengentheorie die wahrscheinlichere —, 
so wird dadurch das Verschwinden der Determinante zu einer Unmöglichkeit, denn mit 


= Li 1 .. * r * » ”. 
o ist auch ig transzendent und es müßten dann zu gleicher Zeit die Ausdrücke 
— 20 


(s+oe+2)v’(s+o— 1), 2»:(s+o — 1) — [s+eo)(s+e +2) — vr], 
4’ — ((s+e)(e+e +2) — v?] 
verschwinden — und dieses ist, wie man leicht nachprüft, nicht möglich. Würden wir 
die Voraussetzung der Transzendenz von 6 fallen lassen, so würde diese Behauptung 
über das Nichtverschwinden der Determinante auch nicht mehr zutreffen; denn man 


könnte die Determinante — für irgendwelche spezielle Werte von v» und o gleich Null 
setzen und die so erhaltene Gleichung als Bestimmungsgleichung für einen allerdings 
dann algebraischen — Ausnahmewert von 6 betrachten. Wir »beschränken« uns also 


auf transzendente o und haben dann die Feststellung, daß die Determinante stets von 
Null verschieden ist. 
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Die rechten Seiten der Gl. (47) enthalten alle im Nenner den Ausdruck (s +0)? — r?. 
Für s+02= + r verschwindet er, dann sind die Rekursionsformeln unbrauchbar. Diese 
Erscheinung muß jedesmal näher untersucht werden: nur bei der ersten Wurzel s=» 
kommt sie nicht vor, bei den übrigen drei Wurzeln spielt sie eine Rolle und kann unter 
Umständen die Lösung in der Form einer Potenzreihe unmöglich machen (in diesem 
Falle sind logarithmische Singularitäten zu erwarten). Da wir künftig die Untersuchungen 
auf die im Nullpunkt regulären Lösungen beschränken werden, so soll diese Frage nicht 
weiter erörtert werden. 


9. Die für r=0 regulären Lösungen der Gleichungen. is ist nicht un- 
bedingt notwendig, daß die Lösungen des gestellten schraubeninvarianten Problems für 


r=( regulär sind; man kann ja den Schraubenkörper so gestalten, daß die 7-Achse, 
für die r—=0 ist, außerhalb des Schraubenkörpers liegt — man denke z. B. an eine 


Spiralfeder, die sich in breiten Windungen um die Mittelachse windet —, in diesem Falle 
liegt die Stelle »—= 0 außerhalb des Körpers und eine Singularität der Lösung für r = 0 
ist dann unbedenklich; es ist sogar im allgemeinen zu erwarten, daß solch eine singuläre 
l,ösung in diesem Falle auftreten wird und dabei nicht weniger Bedeutung haben wird, 
als die für = 0 regulären Lösungen. 

Ist aber der schraubenförmige Körper so gestaltet, daß die Z-Achse in seinem 
Inneren liegt, so gehört dadurch die Stelle r=0 auch dem Inneren des Körpers, und 
die Lösungen müssen dann dort notwendig regulär sein. Zu den Körpern von der eben 
angegebenen Art gehören z.B. Stäbe, die sich nur wenig von der geraden Form unter- 
scheiden — die also schwach gewunden sind. Die weiteren Ausführungen sollen sich 
von jetzt ab nur auf diese regulären Lösungen beziehen, von den Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung kommen dann nur die beiden s=»r und s=» — 2 in Frage. 





10. Lösungen, die der Wurzel « — » entsprechen. Der im Nenner der Gl. (47) 
stehende Ausdruck (s + 0)? v° kann hier überhaupt nieht verschwinden, weil eo die 
Werte 2, (3), 4, (5), 6, ... annimmt und nicht mit Null beginnt: die Rekursionsformeln 
versagen also nicht. 

Die dritte der Gl. (44) ist für s = r identisch befriedigt, die beiden ersten ergeben 
hier dieselbe Bedingung 

v+2 v r 
12 + )« (2 - ) do + eh. a se 48). 
er?’ DD: BT ee 148) 

Entsprechend dem Umstande, daß die drei Größen a, Do, Co jetzt nur der einen 

G1. (48) zu genügen haben, können wir zwei unabhängige Lösungssysteme bekommen 


(man darf aber keine der Größen ao, bo, co gleich Null wählen — sonst gibt es Schwierig- 
keiten bei den Rekursionsformeln); so kann man z.B. für das erste System 
a —=iby, 2u(3 40) Hr ro =0 . . 0.20.2049) 


wählen, und für das zweite 


(50). 
Dadurch hat man also zwei reguläre Integrale erhalten. Die Anfangsglieder der 
Potenzreihen (43) lauten für den Fall (49) wie folgt: 


bb =ia, 2b, (r +4 L) — Va el 


213 —40) 


Gear” +... 9, = tor’ + ..., (= — dur’ +... (51). 
u 


Die nächstfolgenden Glieder — mit r”+? — werden hier wegen des komplizierten 
Aufbaues nicht angegeben; die Koeifizienten sind Brüche in o, deren Zähler und Nenner 
Polynome vierter Ordnung in 6 sind, solche Ausdrücke werden kaum zu übersichtlichen 
Ergebnissen führen können, außerdem können sie ja zu jeder Zeit aus den Rekursions- 
formeln gewonnen werden. 

Jetzt wenden wir uns der zweiten möglichen Lösung zu, welche durch den Fall (50) 
gegeben wird. Man erhält die Formeln (50) aus den Formeln (49), wenn man in diesen 
letzteren ? durch —: und 3— 406 durch —(r+1) ersetzt. Durch diese Bemerkung ist 
der Wer gezeigt, wie man aus den Formeln für den Fall (49) die entsprechenden Formeln 
des Falles (50) bekommt. Zum Beispiel: Die Anfangsglieder der Potenzreihen (43) lauten 
für den Fall (50) wie folgt: 

: v+| 
Yyı=ar-+..,., p=inmr” +... p=2 mr .. ( 

11. Lösungen, die der Wurzel s = » — 2 entsprechen. Die drei Fundamental- 

gleichungen (44) geben hier 
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v v* 
a hr 
1 20 1—20 
y v Er 59 
le + —Jarlıs + Z)ame (63), 
1—20 | 20 
o=V( 
und hieraus folgt io +b=0, I | a a Ds br u 
Die Rekursionsformel (47) haben den Nenner (v — 2 +0)’— »?, der für o=?2 


verschwindet. Multiplizieren wir also die Gleichungen (47) mit diesem Nenner und setzen 
dann o—=2 ein, so erhalten wir weitere Beziehungen zwischen a, bo und &, von denen 
die dritte in +b +21 —- )a—0 

lautet. In Verbindung mit (54) muß dann aber 

Veen =0. . .: 2 3 3... + (bb 

sein, d.h. der in 8. ausdrücklich ausgeschlossene Fall. Somit gibt die Wurzel s—r — 2 
keine neuen für 7= 0 regulären Lösungen. (Oder auch so: aus Gl. (55) folgt, daß die 
drei Reihen (43) sämtlich mit dem Exponenten (mindestens!) s+ 2—=» anfangen, d. h. man 
kommt wieder auf die Wurzel s—=» — also auf den in 10. untersuchten Fall zurück). 


12. Zusammenfassung, Ist ein Deformationszustand regulär, so kann er höchstens 
in zwei Koordinatenrichtungen periodisch sein; eine Periodizität in allen drei Koordinaten- 
richtungen ist nur bei Deformationen mit Singularitäten möglich. Bei ebenen Problemen, 
bei denen alles von einer Koordinate (z) unabhängig ist, bleibt (bei dem regulären Falle) 
die Periodizität in nur noch einer Koordinatenrichtung möglich. Das ebene Verschiebungs- 
problem wird ins Auge gefaßt, die Differentialgleichungen werden mit Hilfe von zwei unab- 
hängigen harmonischen Funktionen allgemein integriert, und nach einer Bemerkung über 
die Lösung der Randwertaufgaben für einen allgemeinen (analytischen) Rand wird die 
gewonnene Lösung zur Behandlung räumlich-periodischer Fälle zurecht gemacht. Zu- 
nächst setzt die Methode der Reihenentwicklungen ein, es sind in dem Falle Fouriersche 
Reihen. Verschiedene Randwertaufgaben — für eine Halbebene und einen Parallelstreifen — 
werden explizite gelöst bzw. besprochen; man kanı beweisen, daß die Lösungen gegen 
die Randwerte konvergieren. Als zweite Methode für die Lösung von Randwertaufgaben 
wird die Singularitätenmethode eingeführt; zunächst wird der Fall behandelt, in dem bei 
sonst spannungsfreiem Rande der Halbebene in einzelnen abstandsgleichen Randpunkten 
diskrete Druckkräfte wirken, dann wird diese spezielle Lösung durch Integration zur Be- 
handlung der entsprechenden Randwertaufgabe verwendet. Die Formeln, welche die 
Randwertaufgabe lösen, werden explizite aufgestellt, sie werden auf Konvergenz und auf 
Richtigkeit der Randwerte untersucht. Es wird auch an einigen Stellen der Uebergang 
von den Fourierschen Reihen zu dem Fourierschen Integral gemacht und damit die 
l,ösung von nicht-periodischen Randwertaufgaben gegeben. Es werden weiter auch einige 
»wesentlich-gemischte« Randwertaufgaben für die Halbebene behandelt — darunter werden 
Randwertaufgaben verstanden, bei denen die Angabe der Randwerte sich streckenweise 
auf Spannungen, streckenweise aber auf Verschiebungen bezieht. Die Behandlung dieser 
Randwertaufgaben wird auf eine Integralgleichung zurückgeführt und diese mit funktionen- 
theoretischen Mitteln gelöst. 

Der Ausdruck »ebenes Problem« kann verschieden verstanden werden, es wird in 
5. eine erweiterte Fassung eingeführt und die allgemeine Lösung explizite angegeben. 

Der Spannungszustand, bei welchem die dritte Zeile (und also auch die dritte 
Spalte) des Spannurngstensors identisch verschwindet, wird manchmal als »ebeners bezeichnet. 
Auch für diesen Fall erfolgt die allgemeine Integration der elastischen Gleichungen. Die 
Ergebnisse werden zur Lösung von Aufgaben für Bleche (angenähert) verwendet, wie z. B. 
zur Beantwortung der Frage über die Spannungsverteilung in einem vernieteten Bleche. 
Auch Randwertaufgaben für Bleche mit einem geradlinigen Rande werden explizite gelöst. 

Weiter (7.) wird die Frage nach den »schraubeninvarianten« Lösungen der elasti- 
schen Gleichgewichtsgleichungen gestellt: die Lösungen sollen gegen die Gruppe aller 
Verschraubungen um die Z-Achse (die Ganghöhe der Verschraubungen muß selbstver- 
ständlich eine Konstante sein) invariant bleiben. Es wird dabei an die Beanspruchung 
der z. B. im Maschinenbau Verwendung findenden Schrauben gedacht. Das Problem 
reduziert sich auf ein System von gewöhnlichen Diiterentialgleichungen ; diese können durch 
Reihenentwicklungen integriert werden, es treten dabei unter Umständen logarithmische 
Singularitäten auf. Die Anfangsglieder der für den Nullpunkt regulären Reihen — das 
sind Potenzreihen — werden angegeben. 849 
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Dynamik der Mehrkurbelgetriebe. 


Von RUDOLF BEYER in Zwickau. 


as von Dr. Proeger veröflentlichte Forschungsheit des VDI-Verlages »Die Getriebe- 
1) kinematik als Rüstzeug der Getriebedynamik« gab die Anregung zu folgender Ab- 
handlung über die Dynamik der Mehrkurbelgetriebe. Während Proeger in seinen 
Entwicklungen nur das d’Alembertsche Prinzip zugrunde legt, zeigt diese Arbeit, wie 
man bei Verwendung der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen II. Art und bei geeig- 
neter Zerlegung des vorgegebenen Getriebes in Teilgetriebe und Einzelglieder die mathe- 
matische Symmetrie im Aufbau der Bewegungsgleichungen besser erkennen und heraus- 
arbeiten kann. Insbesondere wird gezeigt, wie die Christoffelsche Dreiindizessymbolik 
der Differentialgeometrie und Tensorrechnung auch im Lehrgebände der klassischen 
Mechanik vorteilhafte Verwendung finden kann. Die folgenden Erörterungen sind ein 
Teil einer größeren Untersuchung und bringen zunächst nur die mathematischen Ergeb- 
nisse und einen Ausblik über ihre Verwertungsmöglichkeiten. Die Nutzbarmachung für 
die graphische Dynamik der Getriebe bleibe einer späteren Veröffentlichung vorbehalten. 
Ausgehend vor den Bewegungsgleichungen für ein Doppelpendel (Zweischlag) wird 
versucht, nach gewissen Richtlinien in die Getriebedynamik einzudringen, wobei sich die 
Einteilung der Kurbelgetriebe nach W. Lvnen als besonders vorteilhaft erweist. 


1. Bewegungsgleichungen für das 
Doppelpendel (Zweischlag). Abb. 1 zeigt das 
Pendel A, A von der Länge r,, welches um den 
festen Drehpunkt A, in der Bildebene schwingen 
bzw. rotieren kann. Sein Massenträgheitsmoment 
bezogen auf die in 4, zur Bildebene senkrecht 
stehende Achse sei Jı. Im Endpunkt A greift 
senkrecht zu A, A die Krait P, an und ruft an 
An A bezüglich Au, das im positiven Sinne der 
Winkelzählung drehende Kraftmoment 


eh N .:» +... N) 


hervor. 4. A bildet mit der Achse 4x den 
Winkel X. A=%ı. Um 4 schwingt das zweite 
Pendel AC von der Länge AC=p, und der 
Masse u. Sein Trägheitsmoment bezüglich der 
in A zur Bildebene senkrecht stehenden Achse 
sei 9, Der Schwerpunkt S des zweiten Pendels 
liege auf AC im Abstande AS —=sı von dA. AC schneidet u X in #; AXFA=W, und 
A.FAA, = Pi. Im Endpunkte C greift die Kraft D, an und bildet mit A C den Winkel «aı. 

Für das in der Bildebene schwingende Doppelpendel mögen die Winkel yı und w, 
als generalisierte Koordinaten aufgefaßt werden. Die Lagrangeschen Difierentialglei- 
chungen II. Art liefern dann sofort die Bewegungsgleichungen für obiges Problem. Es 


eelten 

d ce L () A ’ d co L e) L 

= Qu : . . (2a) I: =Qu . . . (2b) 
It Or ie dt Ov A ’ 
( eg f 1 cd vr l 


dabei sind @., und Q,, die generalisierten Kraftkomponenten, und Z bedeutet die gesamte 
kinetische Energie. L berechnet sich folgendermaßen: 





,u.4a= = : yı s ee (3), Liıc= a. vs + = ", u er (4 ), 
Die Vektorgleichung!) Vs=lu+t rt) 
ergibt aus dem Vektordreieck ‚S Y S unter Verwendung des Cosinussatzes 
It (v) )? — 4019, v, . COS (180 Pı) RE (5), 
welche bei Berücksichtigung von 
u=1rıYı, v, =$Sı ' Wi ER a. a A ee 


1 


‚ Verel des Verfassers »Einführung in die Kinematik«, Verlag Dr. Max Jünecke, Leipzig. 
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in vr’ yı' sd +2rıSı Yı Yıecosfı -» :» 2 20. (7) 
übergeht. Berücksichtigt man noch | 

4); = 9), 4ı Sı , . ö i : ; 5 i z > R (8), 
so folgt aus (3) und (4) durch Einsetzen von (7) und (s) 
+uırı° ° „, OO,’ „ ° ® . 
L=- —— = — + MırıSı Yı Wi c0o8Pı » » .» . 0). 





Für eine kleine Verschiebung des Doppelpendels um die Winkel dy, und dw, 
lautet der Ausdruck für die Elementararbeit?): 


dA=dA, +dAy, = Qu,’ dyı +Qu. dvı ». » . 2 ..(10) 
dA=Pırıdyı + Dırı sin (@ı — P)dyı+Dı 0, sine, dw, 
dA=[P; nr + Dı rı sin (a, — P)Jdayı+D eo sine dw, . . . (1). 
Aus (10) und (11) folgt: 
Qu, = Pırı+ Diri sin (di — Pı) (12), „= Dıoısincı . . (13). 








Fübrt man die durch (2a) und (2b) vorgeschriebenen Differentiationen aus, so ergibt sich 
folgende Zusammenstellung: 


OL Fi. . 
— = (Jı + yı rı®)Yı + Mırı Sı dı coSPfı :» > 2 2 2 nn... (14), 
og 
d cd) Z, 2 .. .. . sc ® ß . 
( = zu (Jı ++ A "| . 4ı + u r] Sı m] COS P1 — it " S m, (m, Y 1) sın Pı \ 15), 
at I3gı 
OL r . [} » 
Burn: 5 8 * 30 ra na 
IQ 
OL ® . " 
= G), vv, + Kı r, Sı COS Pı 4, « . . A . . . A . . . . (1 i Jh 
() Yı 
1 d I .. .. “ . . i R y 
( ‚= 9, vı +4 rı Sı 608 Pı' Yyı —- ur Sı Yılpwı -Yı)sinß : . .. (18), 
dt I ıv 
p 
O L u . / f 
„> = — Hı r1 81 Jı Yı sin Ph en se ee a de 
( yj 


Die Werte der Gleichungen (12) bis (19) in (2a) und (2b) eingesetzt, ergeben die ge- 
suchten Bewegungsgleichungen: 


Jı + 1 1?) Yı + Wi rı Sı 608 Pı "Wi — At rı Sı sin fr Ww°’—= Pı rı + Dr sin (u —Pı) (D 





I, Wwı + ui rı Sı c08 Pı Yı + fa rı Sı sin PL Yı? = Di oı Sincı . . . (M. 





Setzen wir zur Abkürzung die linken Seiten von (I) und (II) gleich /7, bzw. H,, so ergibt 
sich das folgende Gleichungssystem: 


HH, =Pırı + Dırısin (a —ßı) (lIa), Hı = Dıoı sind, . . (Ila), 








welches den Ausgangspunkt der weiteren Untersuchungen bilden wird. 


2. Das Zweikurbelgetriebe in seinem losen Aufbau. Es besteht aus den 
zwei Doppelpendeln Av AC und Bu, BC, welche in C miteinander gelenkig verbunden sind. 
An die beiden, in A, und B, drehbar gelagerten Kurbeln A, A und Bu B schließen sich die 
beiden Koppeln AC und BC an. In A und B wirken die Kräfte Pı und P, senkrecht 
zu Au A und Bu, B als gegebene äußere Kräfte, welche die Bewegung am Getriebe einleiten; 
die dazugehörigen Drehmomente sind 

Mı ze P, r| und Ma; == Ps r3 s . i . . . : (20). 
Die Abmessungen, Winkel, Massen und Trägheitsmomente des Doppelpendels B, BC er- 
reben sich aus 1., indem man den Index 1 durch den Index 2 ersetzt. 

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen für das Zweikurbelgetriebe ergibt sich 
leicht, wenn man den gelenkigen Zusammenhang beider Doppelpendel in € löst und 
durch die in C herrschenden Gelenkdrücke ersetzt. Dann kann man für jedes der beiden 
Doppelpendel die Bewegungsgleichungen nach (I) und (II) einzeln gemäß 1. aufstellen. 


| 


, In Abb. 1 sind die Verschiebungen rı dgı und eo, dr, von C der Anschaulichkeit halber über- 
iehben £roß eingezeichnet. 
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Ist D,=(CC‘) der Gelenkdruck, den BC in C auf das Glied A C ausübt, so wird 
auch umgekehrt das Glied AC auf BC in C eine Kraft Di (C C”) ausüben, welche mit 
D, gleiche Größe und Richtung, aber entgegengesetzten Richtungssinn besitzt. Bildet also 
D, mit AC den Winkel «&,, so schließt D, mit BC den Winkel «, (beide Winkel in dem- 
selben Drehsinn gemessen!) ein. Nach Abb. 2 besteht dann die Beziehung: 








a=10 + —(Yı - DW) - » :» : 2.0. (2) 
Ferner ist: D|=|D|,kurs D=-D. . . . .. . 0. . (22). 
Bewegungsgleichungen für das I. Doppelpendel 4 40: 
H,—=Pırı + Dı rı sin (& — Pı) (23), H, = Dıpısincı . . (24). 
Bewegungsgleichungen für das ll. Doppelpendel B, BC: 
H=P,r; + D: r: sin (@& — Pa) (25), FA ;N sin . . (26), 
bzw. unter Berücksichtigung von (21) 
H, = Pı ra + Dı r sin (W%ı — pp —Aa,) (25a), H;, = Dı o; sin (pw —Ww—«ı) (26a). 








Dabei erhält man FH, und 


H;, aus H, und Hı, indem 
man den Index 1 durch 
den Index 2 ersetzt. 

Aus den Gleichungen 

(23), (24), (25a) und (26a) 

sind der unbekannte Ge- 
Ö lenkdruck D, und der 
d Winkel «, zu eliminieren, 
was am einfachsten unter 
Verwendung des Gesehwin- 
digkeitsplanes der Abb. 2 
durchführbar ist. 

Nach der ersten kine- 
matischen Hauptgleichung 
für ein komplan bewegtes 
starres und ebenes System 
Pr gelten für die Geschwin- 


digkeit ve — (CC) des 





Punktes (€ die Vektorgleichungen: 
v=lu+tt, und vely+b | Em 
(27); 
(CC)=(CE)+(EC) und (CC)=(CO)+(Gc)| 
dabei ist: b 


CE=rngfı, EC=0 Vi, CG=r13g93 und GC=%r WW . (28). 
Projiziert man die Vektoren von (27) auf AC, so folgt: 


CRB=-CG+GBE ... 0.0.0.0... (29), 
" gi sinpı =rn: Y: sin (ı — 92) + m; sin (wı — W). . . (29a). 
Analog ergibt die Projektion von vc auf BC die Beziehung: 
ChH=C0Gh+GE ..... 0.0.0.0. (80), 
r qı sin (Wa — QYı)=nz da sin Pa + Pı u sin (wı — I). . . (30a). 


Legt man für das Zweikurbelgetriebe nur die Drehwinkel 9, und 9; als generali- 
sierte Koordinaten zugrunde, so kann man aus (29a) und (30a) die relativen Winkel- 
geschwindigkeiten %, und w, ausrechnen. Man erhält aus (30a) bzw. (29a) 


» . . ; . . +? L . 
rı sin (vg — gı) rg sin 99 ’ 
= 4 Gr (31), 
o, sin (y — wy) o, sin (w, — vs) 
. rı sin ßı ° ra sin (vr — ga) * u 
IN — 2 ee - (Yfy rn (32). 
09 sin (WW, — vn 0» sin (vr — 19) 


Andererseits bestehen nach Abb. ? die Winkelbeziehungen 
m—Yı+tPı, »=Wh-+f2 : . . . (33) und (34), 
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wobei die £, und fs, also auch die Winkel w, und %,, Funktionen von yı und y, sein 
werden, die ihrerseits abhängig von der Zeit sind. Dann folgt durch Differentiation nach 


er i . dy Iiyı +ßı) da daß = 
der Zeit aus (33) und (34) I, = a SE ee a (35). 
dt dt dt dt 
: ®) O4 
Mit daßfı = Bi -dYı +4 -d Ya ara 
@ 9 Öyn 
'esultiert aus (35 - O9 pı : ßı Na 
TeB ( ) m; — ( v a ı) . Yı = . DV} . . . . . . . . (37); 
( Yı 0gg 
anal jolet aus (34 . OA ° Ö ß3 . | 
a Der. (34) Yı = 2. + (5 +1). Y2 0) 
Ogı Oga 
Nochmalige Difierentiation der Gleichungen (37) und (38) nach der Zeit ergibt: 
” 08 °. Oß .. 022 . ı 02 8 . 022 . . 
m = ( "+1)9ı+, 9: +4 9? +9? +2: — ga (39), 
Ogı Og Ogı? Og2“ Uyı Opa 
.. e) B: .. 2) Ba . 02 A: Ri - )2 B: . E ( )2 3: . . 
+ ( FH) + mr gr ga (0). 
Up Iga Ugı“ U ga” Ugyı Opa 
Vergleich von (31) mit (37), analog (32) mit (35), liefert die wichtigen geometri- 
schen Zusammenhänge: 
rı sin (wo — q}) O8 sind, Aw: 
LI ui (dk), = —@— =, (41b), 
0} sın (yq - 9) IQ 0, sin (wj wg) oqa 
rı sin oO fa "a si n — (9) oO 89 . 
Im _ „PR (48), UT Br 
03 sin (vw — ıy3) og} 03 sin (') — v9) O2 


Eliminiert man aus den Bewegungsgleichungen (23), (24), (25a) und (26a) den Gelenk- 
druck D, und den Winkel «,, so ergeben sich zwei Gleichungen für die an den Kurbeln 





A, A bzw. Bu B einzuleitenden Kraftmomente Mı = Pı rı bzw. My — P, rs. Man erhält 
VE EU Wach Arc Dh DE RRBEREL 1.. (43), 
01 sin (1 — wg) 0, sin (vı — wa) 
ia en _ Bey (44) 
oı sin (iv — wg) 03 sin (yı — y9) Pr 
oder nach (41a), (41b) bzw. (42a), (42b) 
OB N As , \ 
Mi = Hı + H, . | pl 1)+ H; - u (III), 
’q op 
a; 9 Ba . 
M=M+1h: "+: (+1) (IV). 
ı‘q9 Ogs 





Die Hı, H,, H., H; enthalten gemäß (I) und (II) bzw. (23), (24), (25) und (26) 


noch die Me nr ue un, D, %W., %s, die sich aber mit Hilfe von (37) bis (40) 
aus (III) und (IV) eliminieren lassen. Einige Rechnung ergibt für die an den An- 
triebskurbeln A, A und a einzuleitenden Womenie: 





a) 39 a; b 
Mg: (A+mn )+ 09 Fa 4 1) + 9: (' : +2 51 cos Pi +1) 
Ogı dqı Ogı 
a (Od Bı or: Tu oO 89 O 89 Oßı 
+ g% 1%‘ +1) +9; (; ä + 1 + /tı rı $Sı 608 Pı 
Og] Ogg Og2 Ogı og2 
’ oO By 
+ Ity r2 $3 008 P% Pa | 
| . .. ah 0)2 () 34 co)2 c)4 3; 
+? 9 (, +1) 1 +8, + mn sıcosß, —n 
og og ögı de Ogı“ 
. ) oO ’] oA / 
- u] "ı 9j sin 21 ( — ı) (V) 
Op Op) N 
R ie a7 \0223 oO Bo 0* B» oa 9° 8: 
97°) ©: ( + 1) | . 9, — — + u rı 81 608 ßı Bı 
oqı 093 Ogı Oga‘ “. 
. / 09 . M OB 
Hr, Sı sin ßı ( ') — Ila r3 82 sin 3 
‘93 op) 
’ | pi er T O9 ec)? 2 048, 
+2 g P3 | 9; (> + 1) s +9; p a + It 71 Sı 608 Pı 
E_ og Oyı Oga Ogı Ogıdyy Oyı Oga 
N 9 Bı op 
it rı Sı sin Pi ( — 4 ı) | 
ogı ogg 
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Sm ee Op ) Oo N co) ßa (89 OB 
N; 4 (), | 4 ı) - ), ( + 1 —+- Ur ry Sy COS Pa 
i og Oggy O9 IQ Ogı 
’ 08ı] 
—+ Hı rı $Sı COB Pı z— 
Iga_ 
5 . OBı\? OR: 2 JB 
Ya | (Js + us rs?) + 9 ( ) + 9; ( = + 1) + 2 My ra Sy COS 9 ( + 1) 
| 39 02 I pa > 
Br VA 072 a; 0? Ba 02 B: 
rg” pl en 9 ( En 1) + Mara $3 COS P% L- 
. Opa Yyı' ya gt Igı“ 
a (OAa\? 5 Oi (vn) 
— Ma r2 83 SINn Pa ( —+ Hı ?ı $Sı SIN Pı; )* 
= 0A, 02 } 0) Be (2 Bo 02 3 
„4, -- — 7 +9, ( ge ) + Hy 73 53 008 Pa. ' - 
| 'g9 Opa ea Opa“ Opa“ 
. s, 32 a) 39 
— pa ra sı sin Pa (,,' +1). 
Ogg Oy2 
ut 0A 03 OB» 02 Ba 9° 83 
ua 2: (; Pi ı) is tmrsscosß, 5 
| Ogı Og2 O ga Og» i Oy,0y2 Oyı9gg 
BER 08 oO Ba 
— Ha 73 S3 SIN Ba ( e —- ı) 
og Op, 


Die Formeln für Wi, und Wi; sind zunächst sehr unübersichtlich; nähere mathe- 
matische Untersuchung ergibt jedoch eine sehr einfache und auch elegante Gesetzmäßig- 
keit. Setzt man: 


Y OB . . O Ba\° op . 
(Jı + mn?) +9 (5 + ı) + % ( p + 2 4 71 $ı 608 ßı (6%; en ı) = 4ıı (45), 
| \ 1 





Ig I 
22 \02 ‚Os OP: o3P: o)%£ 
u ( 4 1) ae + 9; | B.4 ı)  +HMlgr3 8: COS Pr I + rı81 cos Bi — (13 =djyı (46), 
og og og Ig; og Og3 
R (0 A\? OB 2 a (19 ß: 
(Ja + Ma 2) +9 ( e) + 9 | = +1) +2Wrn 8 cos Ba ( P+ı)=an (47), 
0g9 Ig2 O9 
so ergibt sich für Wi, und Wi; aus (V) und (VI) 
e = Oaı ° 9 Jay? 1 dana\ * 5 ı Dan * > 
Mı=anı Yı tan fa + -— gı°+ | rs: \g’+2: 'Jı 9a (Va), 
2 og 'g9 2 o0gı 2.09 
u “ day: I Odaı\ a, 10an *, I dan : 
Ma; = ar Jı + a 9 + ( ” | a) g1°+ +3 - 2. u, (Vie). 
I 2 a 2 099 2 01 





Die Form (Va) und (Vla) weist auf die Christoffelschen Dreiindizessymbole hin; 
die in der Differentialgeometrie der Flächen in Parameterdarstellung sowie in der Ein- 
stein-Minkowskischen Relativitätstheorie eine wesentliche Rolle spielen und das Formel- 
gebäude wesentlich einfacher gestalten. 


. aıı Qaı2 A -. 
Definiert man zu den a;,. der Determinante ‚ welche die Koeffizienten von 


a9ı am 
(45) bis (47) enthält, das Symbol: 


Ük ki ı (Vai O akı JO =) 
ET ur er er 
| l | N" | 2 F fk Igpi | Qi ( ), 


welches als Christoffelsches Dreiindizessymbol I. Art bezeichnet wird') also 


beispielsweise 
12 21 1 (Oası day Oma 1 oda 
u = | -H ee ö == , 
1 | 2 \O gs Ipı OgQı Oga 


so gehen (Va) und (Vla) in folgende elegante Form über: 


a ” sr». . Far, "197 
Wı Aıı Jı + Aı2 9a — Yı“ 4 ). 
“ L 


—d 





Ss) 


(ı Ja . . . (Vh\, 


= 
ww 
Li 
T 
LI 





a. 





IS 


‘) 


- I 6“ 














R . .. abarEnr: Ep [121° - 
Wa = ayı Jı + au Ja + iu | 9193 . .  (VIb). 





') Verzel. IL. Bianehi, Vorlesunren über Differentialeeometrie; Kommerell. Raumkurven und 
Flüichen, Bd. Il, 8. 10, 
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Die Gesetzmäßigkeit tritt noch deutlicher hervor, wenn man in (V b) und (VIb) die uadra- 
1 ik 

tischen Glieder ausschreibt, z. B. > In gi. Die oberen Indizes in ' h | stimmen mit 


den Indizes der als Faktoren auftretenden Winkelgeschwindigkeiten überein. 
Führt man noch die Christoffelschen Dreiindizessymbole II. Art durch die 
)efinitionsgleichung 





\ik (Ki 4Av1 k | Av9d [ir 
a Er a a En Me: 
’ "WET 
in, worin die A,ı, A,2 die zu a,ı bzw. a,a gehörigen adjungierten Unterdeterminanten von 
u — a1 dag — aı2? bedeuten, so lassen sich die Gleichungen (V b) und (VIb) leicht 
a»| A22 


nach qı und g; auflösen und auf die folgende übersichtliche Form bringen, die an »Gesetz- 
mäßigkeit im Aufbau« nichts zu wünschen übrig läßt 


Mı Mo 
er 9 am EEE 23) °*. 12] j 
=, - ++) ERE . . . (Vo), 
a a2 
. MM Mi u ® + _ (12) ° j 


Die Gleichungen (Ve) und (VlIe) lassen sich noch etwas einfacher, wie folgt, schreiben, 
welche in (Ve) bzw. (VIe) den Index 1 bzw. 2 besser erkennen lassen. 


Mı Ma ayı Aı9 
in en — (ur)* or m, mM: (ur). 
Yyı un. YEEM P Inn y, (Vd), gp= wen He um P" r Ju gs (VId). 
2 s1, 2 
—1.2 v=1,2 








Bedeutung der Koeffizienten a;.. Wir ermitteln die an den Kurbeln A, A 
und Bo, 5 eingeleitete, kleine äußere Arbeit d A, wenn sich die Kurbeln um die Winkel 
dgı bzw. dg» im positiven Sinne der Winkelzählung drehen. Es ist: 


dAA=-Mıdı +Mı.dy: :. .:.: 2202020. (48), 


welche unter Verwendung von (Va) und (VIa) nach geeigneter Umformung folgende 
‘orm annimmt: 


fi 2 b 2 mad _. [2 * . . x 
d A=aud(, dan, +a2:4(?%) -dan() +a13 d(91' 92) daı'Yı'92 (49), 


bzw. 


gi 


- 


d A—d (= gı? — . g32 —- dı2 g 1) + j ; (50). 


Setzen wir: a 


aı "9 29 . - 1 
Le 9ı'+ 22 5? H aıa Jı 92 ee 





so liefert (50) den Zusammenhang dA=«dL, welcher durch Integration zwischen den 
Stellungen I und Il in die Beziehung: 


Ar - I = Lrr Knie Lr . . . o ö ; e o . (X) 


übergeht. (N) ist nun aber die bekannte Energiegleichung: Die beim Uebergang aus 
Stellung lin Stellung II in das Getriebe hineingesteckte mechanische Arbeit 
ist gleich der Zunahme der kinetischen Energie. 

Nach (N) ist Z also die kinetische Energie des Getriebes, welche nach 
IN) eine homogene quadratische Form der an den Kurbeln eingeleiteten 


W inkelgeschwindigkeiten 9ı und g» ist. Die Koeffizienten a;. sind nur Funktionen 
er Drehwinkel g9ı und 9, und hängen nach (45) bis (47) außerdem von der Massenanord- 
nung (Größe der Massenträgheitsmomente, Lage der Schwerpunkte usw.) ab. 

Das Auftreten der Christoffelschen Dreiindizessymbole I. und II. Art (oder nach 
(auß Fundamentalgrößen erster und zweiter Ordnung E, F, G@ bzw. m, m’, m", n, n’, n") 
weist auf den engen Zusammenhang unserer dy namischen Untersuchungen mit der Diife- 
'entialgeometrie der Flächen in Parameterform hin. Die @;x, welche nach (IX) die kine- 


sche Energie des vorgelegten Getriebes bestimmen, könnten als Fundamentalgrößen 
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erster Ordnung einer in l’arameterform gegebenen Fläche gedeutet werden. Das Linien- 
element dieser Fläche wäre dann durch die Gleichung 


(ds)’= aıı (d X)” —+- A393 (d X)’ + 2 an d X d 963 . . . . r (51) 


definiert, wenn x, und &; die zugehörigen Parameter der Fläche darstellen. Ein Punkt 
von der Masse »1«, der sich auf dieser Fläche bewegen würde, hätte dann die kinetische 
Energie 


1 da\° aıy /Aaı « aga (d x>‘ ‘ dxı dxa r 
L | ) — | + + dı3 ee 
2 \at 2 at 2 \dt dt dt 
1 s ayı MN dg22 Y 9 r > (5 ) ) 
im L’— %," + Aı2 %ı %) . . . ; R . . (922). 
a t a lı2 X 924 


Jedem Zweikurbelgetriebe »im losen Aufbau« vom Freiheitsgrade ? könnte also eine ent- 
sprechende Fläche zugeordnet werden. Das dynamische Problem ließe sich dann auf die 
Bewegung eines Massenpunktes auf einer Fläche zurückführen, genau so, wie sich die 
Dynamik der Einkurbelgetriebe (vom Freiheitsgrad 1) durch die Bewegung eines einzelnen 
Massenpunktes von »veränderlicher« Masse auf der vom Reduktionspunkt beschriebenen 
»Bahnkurve« ersetzen läßt, wenn außerdem sämtliche äußeren Kräfte nach diesem Punkt 
reduziert werden. Ein weiteres Eingehen auf diese Zusammenhänge zwischen der Dynamik 
des Zweikurbelgetriebes und der Differentialgeometrie bleibe einer späteren Abhandlung 
vorbehalten. 


3. Dynamik des Dreikurbelgetriebes in seinem losen Aufbau. Abb». 3 
stellt ein Dreikurbelgetriebe in seinem »losen Aufbau« dar. An die drei Kurbeln 40 A, 
B, B, ©, C von den Längen rı, r2 und r;, den Trägheitsmomenten Jı, Ja, Js bezüglich 
Av, Bo, Cu schließen sich die drei Koppeln 
AC,, BC,, CC; von den Längen 0ı, Es, 05, 
den Massen zı, Ua, /45, den Trägheits- 
momenten ©, ©, © bezüglich A, B, C 
und den Schwerpunktsabständen A Sı = Sı, 
BS—s:, CS; —=s; an, deren freie End- 
punkte C,, C, und C; durch die starre 
»Schlitße« C,, Cs, Cs, zusammengehalten 
werden. Die Schließe habe die Masse m 
und das Trägheitsmoment ©; für die durch 
den Schwerpunkt S der Schließe gelegte, 
zur Bildebene senkrecht stehende Schwer- 
achse. Der Schwerpunkt S werde der Ein- 
fachheit halber auf der Geraden (Ci, C%, ©; 
liegend angenommen und habe von den 
Punkten C,, Cs und (5 die Abstände scı, sca und Sc3. Für beliebige Lagen der Schwer- 
punkte $,, Sa, 85, S5 treten in dem gesetzmäßigen Aufbau der zu entwickelnden Formeln 
nur kleine Abweichungen auf. Die Symmetrie des Formelgebäudes bleibt dabei erhalten '), 

Der Antrieb erfolge durch die an den Kurbeln 4% 4, BB, Cu, C in A, B und Ü 
angreifenden Kräfte P,, Ps und P; von den Momenten Wı = Pı nr, Wa — Pr, W; = P; r;, 
welche aus Gründen der Einfachheit im Sinne der positiven Winkelzählung, also im 
Gegensinne des Uhrzeigers drehend, angenommen wurden. 





Die Herleitung der Bewegungsgleichungen, die analog 2. durchgeführt werden soll, 
kann in dieser Zeitschrift wegen der in beschränkter Anzahl zur Verfügung gestellten 
Druckseiten nur kurz skizziert werden, soll aber trotzdem den Weg weisen, wie bei noch 
komplizierteren Getrieben methodisch verfahren werden kann, um zum Ziele zu gelangen. 
Wir zerlegen das Getriebe in die drei Doppelpendel (Zweischläge) A, A Cı, Bu BC, Cu CC; 
und in die Schließe Ci ©, C;, indem wir den Zusammenhang bei (Cı, ©, und (),; lösen 
und durch die Gelenkdrücke D,, D:, Ds; bzw. D,, Ds, D; ersetzen, wie die Abbildung 
erkennen läßt. 

Die Bewegungsgleichungen für die Doppelpendel ergeben sich analog (23), (24), 
(25a) und (26a) zu: 


I, verel. für das Getriebe von 2. Dr. Proerer,. Die Getriebekinematik als Ristzeug der Ge- 


triebedynamik. 
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H, — Mı nn D; r sin (wi, — Pı) : H, = D, 0 sin dı . : . ; (53), 
H, = Ma; + D; rs sin (@; — ); EPB=D0%sino . . . . (54), 
H; = Ms; —+ D; r3 sin (a3 uns P3); H; == D; O3 sin ÜXs . . . . (98). 
Analog (37), (38), (39) und (40) Bit: 
. ra, 3 ® ce) Bi ° oO 1 . oO 89 . OB» Os 
= ( +ı)9ı m y. + B g3: D = - Yı + m +1) 9: + $3 | 
I3qi gg 0g3 oyı 99 I (56) 
. O Bg . O Ba . OB: . . 
% = —- $ırt Y + ( —+ ur \ 
egı 0g2 Og3 
2 pi = OPpı DA ” ET ER BG 
m =( +1) $% + a + Y3 + - 9ı’ + 9" + a 93 / 
Ip Og3 Ogz Igı“ U ga” () Y3 (57) 
( 2 Bi . . | ()2 Bi =. ( ‚2 Bi . . \ 
+2 JYı 2 + 2 Yı Yı + 2 3 Yı 
oyı9gy2 Ogg0g3 Og30gyı 


», und %; zeigen ganz ähnlichen Aufbau. Nach (9) ergeben sich die kinetischen Ener- 
gien der drei Doppelpendel durch die Formel 

Ji + ii ri) ” * ); » > ” 5 , } 

m gE+ WI Hmm d=l,2,3 


58) 
i (58). 


Bewegungsgleichungen für dieSchließe: Nach dem Vorgange von F.Witten- 

bauer ersetzen wir die Massenwirkung der einzelnen Massenelemente der Schließe durch 
die drei dynamischen Ersatzmassenpunkte mı, ma m; in C,, ©» und C;, welche sich aus 
folgendem Gleichungssystem errechnen: 
mm Hm —=m; — Mı Scı ms sca+M;3 Sca—=0; Mı Scı'+ My Sscoa’+m3 soa?’= Js (59), 
wobei scı = SC, Ssca = S Cu und sc; = S C; bedeuten. Das Gleichungssystem (59) besagt, 
daß die dynamischen Ersatzmassen mit der Schließe gleiche Masse besitzen und daß der 
Schwerpunkt der dynamischen Ersatzmassen mit dem Schwerpunkt S der Schließe zusam- 
menfällt. Außerdem ist das Trägheitsmoment der Ersatzmassen m; für die durch S gehende 
Achse gleich dem Trägheitsmoment der Schließe für ihre Schwerachse. Unter diesen 
Voraussetzungen (59) besitzen die dynamischen Ersatzmassen die gleiche kinetische Energie 
wie die Schließe, und die resultierende Wirkung der Trägheitskräfte der m; ist dem 
System der Trägheitskräfte der Schließe äquivalent. 

Die Geschwindigkeiten ?cı, ®ca, ®cz, welche zur E rrechnung der kinetischen E ‚nergie 
der Schließe benötigt werden, ergeben sich analog (7 ) zu 


rer? g +0? + +20:7,008 Bd: 9:1; el,,3 - . » (8. 


Die kinetische Energie ZLs der Schließe ist dann gleich der Summe der kinetischen Ener- 
sien der dynamischen Ersatzmassen, also: 


B) . 3 *. 3 * * 
Ni « 5 Mi « ‘ w 4 
Ls = !:i i pp? + 2% Wr + Lim 0 N Cs Vi Wi: : .: . (61). 
1 Il + 1 


Analog (10) und (11) ergibt sich für das Arbeitsdiiferential /! As der Schließe 
d4As=—*F:[Drsin(, —P)dy: + Dosindw). . . . (62), 


wenn man beachtet, daß die von den Koppeln auf die Schließe ausgeübten Gelenkdrücke 


Dı, D>, D; mit D,, Ds, D; gleiche Größe und Richtung, aber entgegengesetzten Richtungs- 
sinn besitzen; die entsprechenden Arbeitsdifferentiale werden sich also nur durch das Vor- 


zeichen unterscheiden. Ersetzt man in (62) die dw; durch die dy, gemäß (56), so folgt 
aus (62) 








ü 7 ü . O Os OA: | 
dAs=—| Dırısin (@ — Pı)+ Dı0ı sine, ( ® '+1)+Digsin@,, 7 + D;09sine; ""\dyı 
“ 'qı O Yı Ogıl 
R eu a ’ IB, O9 Oßz |] 
—| D; r; sin (a3 — 3) + Dı 1 sin @; + D:; ae ——+1 )- -D3; 03 sine; "" |dya, (63) 
L Og2 Opa Ogal 
B R 2 . Oßı . Iß3 1 
—| D; rzsin (@&3 — 3) + Dı 01 sin @, Br D: 0; sinaz, Pe 0; sin %3 ( + 1) dYz 
( 3 Iq3 ( Yp3 e. 





Schreibt man kürzer: 
dAs= Qu dyı +9: dW +. dI3: 0.0.0. (64), 
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worin die Q.; die generalisierten Kraftkomponenten der an der Schließe angreifenden Kräft« 
darstellen, so ergeben sich nach Lagrange die folgenden 3 Bewegungsgleichungen de: 
Schließe 

d Oo Ls OLs . rs 

| - )- = Qu oder Hi = Qu, T=1, 2, 3 . (65a,b, e), 

dt Oi Ui : 
wenn die //s' die linken Seiten der Lagrangeschen Gleichungen II. Art bedeuten. Di 
rechten Seiten von (65a,b, c) enthalten noch die unbekannten (selenkdrücke D,, Ds, D 


und die entsprechenden Winkel «, &, @. Aus (55), (54) und (55) folgt: 
Drsin(, -—ß)= HM —-W und Doasing=H; i—1,2,3 (53a,b,c 


’ 


Setzt man diese Werte in die Q.; ein, so liefert (65a,b,c) das folgende Gleichungssystem 








1 02 ( »L OP: u 
Det Hh+ (> "+1)+M e HH .® (XD), 
Igı Ig, Ig, 
\ PN oO 3 = oO Bo h O Da . 
M—=H’+H+H + (+ ı)+H A. 
og2 uga 0Og2 
. a; () 39 ( 3% a 
W—H’+l+H  "'+H: ©4+B(, + 1) 2 
( 3 ( 3 ( p3 





welches die Bewegungsgleichungen für das Dreikurbelgetriebe darstellt, die 
denen des Zweikurbelgetriebes (III) und (IV) ganz analog sind. 

Die weiteren Entwicklungen laufen denen von 2, vollständig parallel, erfordern 
aber bereits erhebliche Schreibarbeit und sollen nur ganz kurz skizziert werden. 


Setzt man für 2 I, 2 und: 
V,+mor— 9, Jt+w+m)r?=J und mon +wrn ss: =n (66a,b, ce), 


so nimmt die gesamte kinetische Energie Z des Dreikurbelgetriebes die der Gl. (I\ 
ganz analoge Form an: 


. . . " . . 
gi? 4 y3? . A. M- Far 
I, = aıı - +43 _ +43 „9 + Aı2 Yı Pa + Q23 Pa Ps + Ası Ya Pı (XIV), 


-_ - - 


bzw. 2L= N Wr'9:9x:, wobei 4: =a,,; bedeutet . . . (XV). 
i=1,2,5 
k=1,2,3 
Beispielsweise ist: 
09 . oO Bsı\- oO) B»\2 2 
a + 9 ( — + 1) + 9; ( ) + 9; | a -2nı C08 Pı ( 2 die ı) , 
'qı J og og og, 
3p \I2 IB: 93 0 B30 Ba IB OB» 
a = Oı ( + 1 +9, | — + ) +9; + n] c0sPı "+ na 008 fa ——, 
u. Opa on Op Igıdya 0g2 Igı 


welche den «;, des Abschn. 2 ganz analog gebaut sind. 


Eliminiert man gemäß (56) und (57) die w; und w, aus (XI), (XII) und (XIII), so 
erhält man nach etwas umfangreicher Rechnung analog (Va) und (Via) das folgende 
Gleichungssystem für die an den Kurbeln einzuleitenden Kraftmomente W.. Beispiels- 
weise ergibt sich: 


. . . I da Ias I Oaa\ *. da: I da; . 
\ r Il 21 -. a31 a>3 
Wa Pı +aa2'43a + qı3 43-4 +; — ) + )n 


2 0gı Og2 2 ogı O3 2 O0gı 
| Oayı . . l OJaıı . . 1 Jagı Oas1 (!a93 ® ® > 
2° = 41935 + 2° 2 (19, + 2° a ( a 93 3 (XIa). 
3 O2 2 03 2 0g3 Opa og, 


Die Wi; und Wi; erscheinen in ganz ähnlicher Gestalt und lassen sich, falls es erwünscht 
sein sollte, leicht gemäß (XIIb) und (XIIIb) hinschreiben. So treten ” der Formel für 


M; die zusammengesetzten Klammerausdrücke bei den Gliedern mit pi? ‚ 9° und Yı 93, 
in der Formel für Wi, dagegen bei den Gliedern mit gi? , ga? und q Ya auf. 


Der gesetzmäßige Aufbau der für die Momente WI, M; und M; hergeleiteten 
Formeln tritt viel klarer hervor, wenn man analog (VII) wiederum setzt: 


ji x j 7 1 dJası (Ak Oası‘ z 

—— —— ( +- ) . . . . . | VI I a), 
l = \Ogk Iqi Oqı 

also die Christoffelschen Dreiindizessymbole einführt. Man erhält analog (V b) und (VIb): 
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. .. 2. . TREE. - 188535 FI? .ı 
Wı = Aıı Jı + Aı2 92 + dıs 93 wre + + ]o: +27 jo. 12 


18] + - ı + «* A 
+21, | 9: I3 4 7 100: OP Xlb), 
| .. 16 a 11°. 231°. 31°’, > A AA, 
Ko = Myı Yı -r Asa Y2-+ Ass 3 +, je: 4 9: -[%|n+2[), Iyı 9; 
> * ir * ' 
+3 |! R7 +21, 10:0: . : + (XOb), 
.. .. .. 11 BZ 22 ei .; 92 > 12 . . 
le Azı Pı + Qs2 Ja + Qs3 13 *T ö | + +" | 93° + 2 je Ya 
181» + 933, * Ann 
nn + 1% |029: - + . (Alb); 


ID 


+ 


EN 2 .. 8 N k E5 . , R 
noch kürzer: = 2 a,'9ı: + > l Io ir 
k=1,2,3 — h | 
i—=1 32,3 
k=1,2,3 


’ 





= 1,2,3 gesetzt, ergibt die Momente WMı, Wi; und Wi;. 
Definiert man weiter durch Verallgemeinerung des Symbols von (VIII) als Chri- 
stoffelsches Dreiindizessymbol II. Art 


a ee ua EEELZE Y + 5 +. & ..... (VIII), 
worin die A,ı, Ava, Ay; die zu a,ı, Ava, ay; zugehörigen adjungierten Unterdeterminanten von 
Aıı Aı2 dız3 
4= ax = aı Au As re ee a 2 
d3sı Az32 dA33 
bedeuten, so erhält man analog (Ve), (VIe) für die von den Momenten W, Wi; Wi; an den 


Kurbeln hervorgerufenen Winkelbeschleunigungen das folgende, ganz symmetrisch aui- 
gebaute Gleichungssystem (XVII): 


. Mı Ar + Ma An + Ma Aı: 11). 22) *, 33)* , 12) * 
u a a _ (er 10:°4+2 71 919: 





Bar > 23) * 
+2) tg Js+2) 19: 9) 
2 


. s = Mi De 4 DE, dee (11) 122) ° . ss °’_ 1 n. 2 
nun Mi Ası + > 92 + iz Ag (la er ge iger 2 logge 
5 P > 12“ (XVII). 


os \ . IM A a 8 ’ 22 "; 33 Di 12 . . 
5 mie! I. 1 +} | ga’ + i (942 ; pi Ja 





late) 


Dieses Gleichungssvstem läßt sich auf folgende gemeinsame Form bringen: 
3 

Ir Mir Arı 

| 


m ii u Br 2 22 (XVile). 


i=1,2, 


3 
k—1,2,3 





_ 


4. Rückblick und Ausblick. Die Entwicklungen der vorhergehenden Ab- 
schnitte versuchten die Methoden der analytischen Mechanik auf die Getriebedynamik 
anzuwenden. Insbesondere wurden Richtlinien gegeben, wie man zu den Bewegungs- 
gleichungen auf methodischem Wege gelangen kann. Das Verfahren, die Getriebe in 
Doppelpendel und Einzelglieder zu zerlegen, führte unter Benutzung der Gelenkdrücke 


Für A= 1,2 und 3 erhält man das ausführlich geschriebene Gleichungssystem (XVII). 
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und kinematischer Methoden zu den Kraftmomenten MW), die an den Kurbeln einzuleiten 
sind, um einen bestimmten Beschleunigungszustand zu erzwingen. Diese Momente er- 
scheinen in der Form 
4 .. z ; k . u R 
er mn. Be. ; ; ' 
3 LEE mE 

1, 2,3 

worin A in 3. beispielsweise die Werte = 1, 2, 3 durchläuft. Die Koeffizienten a, 
der Linearform in den 9, sind die nur von den Winkeln 9; und den Massen abhängigen 


, os : ’ : : : ’k 
Koeffizienten a,;. der kinetischen Gesamtenergie ZL des Getriebes; die | | der homogenen 


/ 


uadratischen Form in den 9;: 9. sind die Christoffelschen Dreiindizessymbole I. Art, 
welche nach (VIla) definiert sind und aus den a;, durch Differentiation nach den Winkeln 


y; erhalten werden. Auflösung von (XVI) nach den g, ergibt: 


> Mir A 


p= — > u ini . ss + + (AV), 
J oglh\ de 
3 


wi De 


! a 
k==1, 


worin die fr die nach (VIlla) und (VIIIb) definierten Christoffelschen Dreiindizes- 
symbole II. Art sind. Nach meinem Ermessen lassen sich die Ergebnisse (XVI) und 
(XVIIa) auch für das n-Kurbelgetriebe verallgemeinern, wie der fast parallel verlaufende 
Entwicklungsrang von 2. und 3. gezeigt hat. Liegen die Schwerpunkte der einzelnen 
Glieder nicht in der Verbindungslinie der entsprechenden Gelenkmitten, so ergibt sich 
bei etwas mehr Rechnung wieder die Gesetzmäßigkeit von (XVI) und (XVIla) bzw. (XVII). 

Behandelt man das betreffende Getriebe ohne Zerlegung in Teilgetriebe und Einzel- 
glieder, so lassen sich die Wb nach Lagrange auch aus der aufzustellenden Gesamt- 
energie herleiten; insbesondere bedarf es dann einer geschickten Anordnung und Zu- 
sammenfassung der Glieder, die nur dann in richtige Bahnen geleitet werden kann, wenn 
das Endziel bereits bekannt ist. Nach den Entwicklungen von 1., 2., 3. ergeben sich 
die Resultate viel zwangloser, auch für Getriebe mit Kulissenführung. Die Einteilung 
der Kurbelgetriebe nach W. Lynen ist also auch in dynamischer Hinsicht sehr vorteilhaft. 


A : j n r [ik] ER 
Dr. Proeger bezeichnet in seinem Forschungsheft die a,, und | ru von (XVI) 
| ki L 4 


als »reduzierte Trägheitsmomente«e. Für einen Achsenregler (Zweikurbelgetriebe) bei- 
spielsweise werden diese Trägheitsmomente graphisch ermittelt und in Diagrammen an- 
schaulich dargestellt. Auf die mathematische Gesetzmäßigkeit wurde an jener Stelle nicht 
eingegangen. Vielleicht kann die Aufdeckung der Zusammenhänge (XVI) und (XVlIa) 
dazu beitragen, die graphodynamische Ermittlung dieser »reduzierten Trägheitsmomente 


: : : u ik R 
noch zu vereinfachen, zumal ein Teil von ihnen (\ s ) aus den anderen (a;,.) nach ein- 
/ 


deutiger Vorschrift mathematisch hergeleitet werden kann. 


Vor allem verdient das Difierentialgleichungssystem (XVI) eingehende Beachtung 
und Untersuchung. Dr. Proeger schlägt zur Näherungslösung dieser Fundamental- 
gleichungen der Getriebedynamik das Gümbelsche Verfahren vor. Eine verhältnismäßig 
einfache graphische Näherungslösung — Ermittlung der 9; aus den gegebenen W; — 
bleibe einer späteren Veröffentlichung vorbehalten. 

Vom mathematischen Standpunkt ist besonders beachtenswert, daß das Formel- 
gebäude dieser Abhandlung leicht zu erkennende Zusammenhänge mit dem mathematischen 
Rüstzeug der Differentialgeometrie und der allgemeinen Relativitätstheorie aufweist. Setzt 
man beispielsweise in (XVIIa) die WM, gleich null, untersucht man also die »kräftefreie« 
Bewegung des Getriebes, so ergibt (XVIIa), ausführlich geschrieben, 





d’y, ik dg; de; { 
ILL N te, Sud. : .0,,2 
er — IN at dt j ; 
—=1,2,5 x 
k=1,2,3 


welche mit den Differentialgleichungen der geodätischen Linien der Relativitätstheorie 
d? x- 


dzu de al 
[7} ” . . . (67) 
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ihereinstimmen, wenn ein Vierkurbelgetriebe im losen Aufban zugrunde gelegt, 
„lso iiber die Indizes I, 2, 3, 4 summiert wird. An Stelle der gı, 9, Px und £ in (66) 
treten nur die &-, Xu, x, und s in (67). Man vergleiche beispielsweise Lorentz, 
Kinstein, Minkowski: »Das Relativitätsprinzip«, S. 99 und 108. Man könnte evtl. 
rewissen Entwieklungen der Relativitätstheorie ein entsprechendes (Getriebe zuordnen, 
gewissermaßen »eine Art Abbildung« schaffen, wodurch die abstrakten Entwicklungen 
der Relativitätstheorie an einer Art »mechanischem Modell« vielleicht veranschaulicht 
werden Könnten. 

Schließlich zeigt die Abhandlung, daß die Christofielsche Dreiindizessymbolik 
des Tensorkalküls auch in der klassischen Mechanik vorteilhafte Verwendung finden 
kann, wenn es sich darum handelt, die Bewegungsgleichungen der Getriebedynamik in 
hesonders übersichtlicher Weise zu formulieren und die Größe der an den Kurbeln ein- 
zuleitenden Kraftmomente explizit darzustellen. 


Eine später folgende Abhandlung soll zeigen, wie sıch die a,, und k | des- 

aß: 0° 
— und 

Op IgrOP) 

Methoden auf graphodynamischem Wege auch zeichnerisch für beliebige Getriebestellungen 


ermitteln lassen. 797 


Pi 


gleichen die unter Verwendung bewegungsgeometrischer (kinematischer) 


Zeichnerische Verfolgung der Wärmeleitung in festen Körpern. ) 
Von F. NUSSBAUM in Wien. 


ehandelt wird die zeichnerische Verfolgung der Wärmeleitung im Stab ohne erforder- 

liche Rücksicht auf die Temperaturverteilung im (Juerschnitt (eindimensionale Auf- 

gaben). Innere Wärmeerzeugung (wie durch Verluste in elektrischen Maschinen) 
läßt sich ohne weiteres in jedem Zeitelement superponieren und wird hier nicht weiter 
erörtert, ebenso Wärmezu- oder -abfuhr am Stabmantel, mit der auch die Lösung zwei- 
und dreidimensionaler Aufgaben möglich ist. 


1. Bezeichnungen, Grundannahme. | 
Im) — Abszissen in der Stabachse, Ax — Liängenelement, I — Abkürzung für das oft 


gebrauchte z- (Stabteilung), 


/\h) = Zeit, At = Zeitelement, 

” 1°C] = Temperatur, 

(4 m?) = Querschnittsgröße des Stabes, 

C \WE/m’. °C] = spezif. Wärme der Raumeinheit, 
.\WE/m.h.’C] = Wärmeleitfähigkeit, 


Einfacher Stab — solcher mit gleichbleibendem Q, €, A; wird bis auf Abschnitt 7 vor 
ausgesetzt, 

Nichteinfacher Stab — solcher mit Q, €, A veränderlich nach x (oder auch nach ®); wird 
in Z. behandelt, 

’ol = Schnittpunkt der Tangenten der beiden Temperaturkurven zu Anfang und zu Ende 
eines Zeitelementes und zwar im Stabende, 

Temperaturvieleck — als Ersatz einer Temperaturkurve zu zeichnender Linienzug aus 
Geraden von Ax zu Ax, 

(srundannahme«: Jt — ; J*. Die Notwendigkeit dieser Annahme ergibt sich 


aus 2, und 3, 


| Jt ist gleichbleibend anzunehmen, also ist die Stabteilung / für den einfachen 
»tab auch gleichbieibend, für den nichteinfachen Stab aber nach dieser Gleichung mit x 
veränderlich. 


') Das hier gezeigte Verfahren schlägt denselben Weg ein, wie E. Schmidt in der A. Föppl- 


estschrift 1924, S. 179, »Ueber die Anwendung der Differenzenreehnung auf technische Anheiz- und 
bkühlungsprobleme«, Diese Arbeit ist den Verfasser erst durch eine Anwendung in der VDI-Zeitscehr. 
'27, 8. 59, zur Kenntnis gelangt, nachdem er in längerer Beschäftigung auf anderen Wege zu etwas 
weichenden und weitergehenden Ergebnissen gelangt war. 
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2. Das Wärmeleitungsgesetz als Flächengesetz. In Abb. I ist ein langer 
einfacher Stab von gleichmäßiger Ausgangstemperatur angenommen, an dessen linkem 
Ende plötzlich gleichbleibende Wärmezufuhr beginnt. Die durch Auftragen der Temperatur 

als Ordinaten gebildeten Temperaturkurven sind fort- 

q schreitend von /t zu Jt angenähert als Vielecke von 
‚ J/x zu Jzx zu zeichnen. 

Nach dem Wärmeleitungsgesetz ist die durch den 

Endquerschnitt in einem Zeitelement eintretende Wärme- 

menge = (mittleres Temperaturgefälle im betreffenden 

Zeitelement am Stabende) x A>< Q > Jt, und diese Wärme 

\ menge (ohne Wärmezu- oder -abfuhr am Mantel und ohne 

aA \ Wärmeerzeugung oder Bindung im Innern) muß gleich 

sein der Vermehrung des Wärmeinhalts des Stabes = Fläche 

zwischen den betreffenden beiden Kurven oder den sie 

ersetzenden Vielecken < @.C. Diese Gleichung gilt nicht 

nur im Endquerschnitt «, sondern in jedem beliebigen 

()uerschnitt, natürlich für den Stabteil rechts davon. 


N) 


f 7 


— 


. u 16 a 
Wird At nach der Grundannahme durch —- 4? ersetzt und 
/ 


erkannt, daß J/.(J/.mittleres Temperäturgefälle) die Fläche 
des Rechtecks von der Breite J und der Diagonale mit 
diesem Gefälle bedeutet (im weiteren kurz als Rechteck- 
fläche zum mittleren Temperaturgefälle bezeichnet), so er 
gibt sich als Ausdruck des Wärmeleitungsgesetzes fol- 
eendes einfache 


Flächengesetz«: Unter der Grundannahme ist 
für jeden Stabquerschnitt die Recht- 

















2, eckfläche zum mittleren Tempera- 
\\ | turgefälle eines Zeitelements gleich 
\ | groß der Fläche zwischen den be- 
Na treffenden zwei Temperaturkurven 
N I\ oder den sie ersetzenden Tempe- 
zu \“ BL raturvielecken von diesem @Quer- 
INA schnitt bis zum Kurvenscheitel. — 
el | x | nn 16 Das mittlere Temperaturgefälle ist 
| h- N“ | ‚oz > R naheliegenderweise angenähert 
| 2 I In er | durch Halbieren der Höhen zwischen 
| G NEN 101 
| No EZ e, 
| 5 \ / 0 nn | Ä 
# ı & IN 94 nn J3 u | 
bo Mm X GM Tr Gb % &, > go Be 
Ppl- | mohf: vaf@ı ver Stab: 
enffer\ 4GE | GG | GG | 4,06, | 
d,Cy RAB1227) 
Ahb. 1. 


den Temperaturkurven zu finden, was bei den Vielecken zwar nur für die Längenelement- 
mitten (Mittelordinaten) a, c,e, y.. zutrifft; danach ist z. B. der Flächenunterschied der in 
Abb. 1 schraffierten Rechtecke zu e” d” und zu de” gleich der Fläche 7; d; e; e3 dy c;, woraus 
die Zeichenregel nach 3, folgt. Die Hilfsgeraden der Zeichenregel stellen nach dem fol- 
genden Beweis I zugleich das mittlere Temperaturgefälle in den Längenelementenden 
(Eekordinaten) dar, z. B. a,c, das mittlere Temperaturgefälle des >. Zeitelements im 
(Wuerschnitt D). In einem beliebigen Zwischenquerschnitt & ergibt sich das mittlere 'T'em- 
peraturgefälle nach dem folgenden Beweis 2 in der Weise, daß durch das ersichtliche 
Auftragen von 0,2 und Öd die Gerade mn mit Punkt o, weiter pg mit Punkt r und 
schließlich o » gezeichnet wird. Diese Konstruktion kann auch zum genaueren Einzeichnen 
der Temperaturkurven an Stelle der Vielecke dienen. 
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Beweis 1: Wenn die Hilfsgeraden der Zeichenregel das mittlere T’emperaturgeiälle 
‘ den Eckordinaten darstellen, so muß nach dem Flächengesetz das Rechteck zu bs cs 
‚leich sein der Fläche zwischen der 2. und 3. Temperaturkurve von 5b bis zum Scheitel 


E u bt oo — co €9 Be bo ba ! bo ta Coc3 + Co (9 
u I Basen Bu. 49 -+ nach dem Flächengesetz ( : — - A, das 
) 2 i 


st vereinfacht tatsächlich = (bb; — © ca) A. 
Beweis 2: Wenn or das mittlere Temperaturgefälle des 5. Zeitelements im 
(Juerschnitt x darstellt, so muß das Rechteck '/; (00 — ru r) A gleich sein der Fläche 


IR I; ie C9) J— 


2 


botba — tab + m r3 — ru ra . . e 
di Bi Au e: "60. Nach der angegebenen Konstruktion ist 


( Ö 
m —= A dr — (ao da — bu ba) 78 un = b5sba — (bu ba Co Cr) er 


’ 


Ö m Ö 0 \? 
0 = MM — (mo Mm Ro n) = do 57 en 2 (do da ; bu bs ) t \do da + Co GG“ 2 bo b> ) ( ’ 


9.54. 
- 11] | 


weiter ebenso 
Ö 


24 


cc 
pP p=W' — (Co u do ds) 24° %»g4 = do ds - (do ds — 60 &% i 
Ö \ N) / ä > / ] A) . 
nr= Php — (po p —@% q) 34 = 0% —2(09% — dods) a + (or + %@ 2 (yet ») e- 
2 dydy 





und damit 
1 i N) 
(90 — ror) A= (a9 a3 — ro Cy) - 2 (a0 Ag — bo b> — Co Cı + du da) 
2 2 


2 (bo ba ‘o‘2 2 (ho by lg) 2 (huha Cocg 








2 . 
+ (bob; — bu br — dad; — doda) - 





)f > 
(ho bs 04 (bata — (0 Ca 


Anderseits ist 9, = bb; — (un b; — © c;) 0/A, man. = bb, — (bu b; 6,63) d/A und 
bo ba — bo ba - 03-%72 u (bo b; b, b») u (b, b; ni ee 4) — | 
Hiermit ist die gestellte Forderung tatsächlich erfüllt. 

Zu erwähnen ist, daß der im Flächengesetz genannte Kurvenscheitel im allgemeinen 
nicht genau in der Ordinate des höchsten Eckpunktes liegt. Z. B. in Abb. 3, wo ein vor- 
erst gleichmäßig erwärmter Stab links und rechts plötzlich zur Kühlung gelangt, reicht 
im 3. Zeitelement die nach links abfließende Wärmemenge etwas über cc; bis 03 d;, 
und zwar ist nach dem Flächengesetz die Fläche c; 0; ö3 ca — Rechteckfläche zum mitt- 
Ieren Temperaturgefälle c; b.. 

Das Flächengesetz kann natürlich auch aus den Differentialgleichungen der Wärme- 
leitung abgeleitet werden. Der in einem Stab durch den (Querschnitt bei X ins nächste 
Stabelement dx fließende Wärmestrom J[WE/h] ist proportional dem Temperaturgefälle 


damit 


)$ . 
- — und dem Stabquerschnitt Q, der Proportionalitätsfaktor ist die Leitfähigkeit A, also 
ar; 
J= —),'Q: a Wenn der durch den Stabquerschnitt bei © + dx gehende Wärme- 
!x 


ce) 


J .. . . .. 
strom um dx größer ist, so wird (ohne Wärmezu- oder -abfuhr am Mantel und ohne 
‘X 


Wärmeerzeugung oder Bindung im Innern) in der Zeit d? die Temperatur eine Minderung 


() 


„dt erfahren, die der Erhaltung der Wärmemenge entspricht, also 

VJ ax j 0,J 08 

de-dt= — *dt-Qadx:-C oder —= —()-:(C- 

x ot Oz ot 
Wenn man die erste für J gefundene Gleichung nach x differenziert und der zweiten 
av; 009 
da u ET 
Wenn man umgekehrt die zweite Gleichung nach x integriert, und zwar vom Kurven- 
cheitel zwecks Erfassung des ganzen Wärmestromes, sie der ersten gleichsetzt und die 


rundannahme dt! — n (5) benutzt, so folgt der mathematische Ausdruck des Flächen- 


zleichsetzt, so folgt die bekannte Differentialgleichung der Wärmeleitung 


x 
| k 8 d« 12 )# 
eSetzes an sich, (z- . ) . “ - | d: dt-d. 
Scheitel 


2 
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3. Zeichenregel. Nach dem Flächengesetz ist in Abb. I 03 ds es € dy ca Nlächen- 
gleich dem Unterschied der beiden schraffierten Rechtecke. Wird nach dem dort Gesagten 
das mittlere Gefälle in den Ordinaten c und e in der Mitte der Höhe zwischen den beiden 
Temperaturvielecken angenommen, so ist also 


2 2 2 2 
do da + do da eoe3 + © 2) 1 
Ye £ 


Coca — © cg N dı da dı Io ] (io «dag l; dy + £1 ® eu & / (= ca + Co 03 do ds + do =) ] 
d. ? — = L 


2 2 
co ca r 0 € 


“ 


und daraus do ds Es gilt also die einfache 

Zeichenregel«: Wenn das mittlere l'emperaturgefälle zwischen zwei um das 
Zeitelement der Grundannahme abstehenden Temperaturkurven angenähert im halben 
Höhenabstand angenommen wird, so liefert die Verbindung der Mittelpunkte zweier auf- 
einanderfolgenden Geraden eines Temperaturvielecks, wie c, & in Abb. I, im Schnitt mit 
der zwischenliegenden Eckordinate d den Eckpunkt (;, des um das Zeitelement späteren 
Temperaturvielecks. Die fortlaufende Verbindung der so gefundenen Eckpunkte ergibt 
das nächste Temperaturvieleck, bis auf die aus den Endbedingungen nach 4. zu bestim- 
menden Endstücke. 

Zu bemerken ist, daß das Vieleck der strichlierten Hilfslinien der Zeichenregel 
dy Ca e3 g gleichwertig ist dem in halber Höhe zwischen dem 2. und 3. Temperaturvieleck 
strichpunktierten Linienzug a’ b" d” f” 4, der angenähert 2!/, Zeitelementen entspricht. 

Die Ableitung der Zeichenregel kann auch allgemeiner so erfolgen, daß das mitt 
lere Temperaturgefälle statt in ', zunächst noch unbestimmt in « >< Höhe zwischen den 
beiden Kurven über der unteren Kurve in Rechnung gesetzt wird. Der Ausdruck, daß 
in Abb. ı die in der Zeit /? in c” einfließende abzüglich der in e” ausfließenden Wärme- 
menge der vom Stab aufgenommenen gleich sein muß, ist dann 


Co "3 + it» 03 er! dl! d: tt» da ds d, d, ur ds da —+- eo ea rMU'6 e;) l SI.» Q:Jt 


€ 20203 + dg da — 1/, e2 e3) A: M) be. 
1 ( 


Mit der diesfalls nötigen Grundannahme Jt= 1 - 9° ergibt sich 
zu / 
1 oc = 2 do da 4 oO e2 ° 
dy d; | — d,d; der vorstehenden Zeichenregel). 
2 u 2 


Würde das mittlere T'emperaturgefälle statt in der Mitte, in gröberer Annäherung einfach 
in der oberen Kurve angenommen, so wäre #= 1, also ds d; — !/a (d, d, der Zeichen- 
regel), man hätte also die Mitten der halben Vieleckelemente miteinander zu verbinden; 
die Arbeit ginge halb so rasch weiter und wäre trotzdem ungenauer. Wird entgegen- 
gesetzt das mittlere Temperaturgefälle mit u — !/, angenommen!), so ergibt sich dy d; — 
> (da d,;, der Zeichenregel), man hat also die Enden der Vieleckelemente miteinander zu 
verbinden. Die Arbeit geht zwar doppelt so rasch weiter, jedoch auf Kosten der Genauig- 


keit; hier sei nur erwähnt, daß sich die Teilung eines Stabes in 4 J bei u = '/s schon 
gut eignet, während sie bei « = '!/, im Falle des Poles knapp am Stabende kaum brauch- 


bar wird und die gröbste Teilung in 2 4 
ganz Verkehrtes ergibt. 

Mit verschiedenen Annahmen für 
können also verschiedene Zeichenregeln 
angegeben werden, die bei = feiner 
Unterteilung des Stabes alle die theo- 
retische Kurve ergeben. Bei endlicher 
Unterteilung ist u = '/ die beste An- 
näherung, wie auch die Untersuchung 
in 8. zeigt. Dort erkennt man auch, daß 
der verbleibende Fehler durch einen von 
u = !/a etwas abweichenden Festwert 
nicht berücksichtigt werden kann. 














de EEE 3 o m ax c+dr Daß es bei © feiner Unterteilung des 
RAB1e h , Stabes auf die möglichst richtige Annahme 
\bb. 2. von 4 nicht ankommt, ergibt auch der 


Diese Annahme entspricht der in Anm. 1 auf S. 133 angeführten Arbeit. 
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Beweis der Zeichenregel aus der in 2, erwähnten Diiierentialgleichung 7” Ye 36 77 
(0 5” v ( 

zeigt eine Temperaturkurve BUÜDEF und das sie ersetzende Vieleck bedef. Wenn D 


die Ordinate U hat, so ist 


Abb. 2 


ary, 1 o0°4 \ j Jr dx I 023 (dx\? 
UF — Vd) -r dc + = 5x . Üf 04 um : ( 
war; 2 O0 x° ÖOx 2 2 dx” 2 
. . .. . 1 r ( l l 4 F dx . a e z 
ınd damit die Bogenhöhe Ze = (9 + Up) — Vz; = 2547 . Zur Flächengleichheit 
2 2 0x 2 
. r y l y . . 0% d J 2 09 F d Pu 2 
les Vielecks mit der Kurve muß Ee= _KE:sein und damit Y,—Y) + - + Fr ( - 
3 Om % 38 Ox° 2 
j ı j ( F r 2 . F |? 
und gleichartig TERM I VÖ (° ’ 
Ox 2 8 0922\27/ 
a . I 949 (da\? 
ferner Dd=-— (C c+E e), also Vu =’ — wur’ ( = . 
3 02° 2 


H 4 4 . 2: La; da . 
Danach ergibt die Verbindung ce der Zeichenregel !d, = ', (+4, — (‘ ) 


= 2 
Die um das Zeitelement spätere Temperaturkurve hat von D den ÖOrdinatenabstand 


Fı; 1} 043 U d 2‘ . [} . . 
dt und nach der Grundannahme = ._ | s und nach der Differentialgleichung 
c)f ot Fi 2 
03 (dx\? A ’ 
weiter = „— | — ‚ was mit dem vorstehenden Ergebnis der Zeichenregel stimmt. Diese 
08 zZ 


Uebereinstimmung ergibt sich aber auch, wenn 5b mit / verbunden und entsprechend das 
Zeitelement doppelt so groß genommen wird, und ebenso für jede andere Vergrößerung 
oder Verkleinerung. Diese Ableitung kann also den nötigen Aufschluß über die zuvor 
mit # bezeichnete Größe nicht bringen, was übrigens unmittelbar einzusehen ist. 


4. Erfüllung der Endbedingung. Die Endbedingung sei für jedes Zeitelement 
durch den Pol gegeben, auf den die Anfangos- und End-Temperaturkurve dieses Zeit- 
elements am Stabende gerichtet ist, auf den also auch das mittlere 'T'emperaturgefälle 
des Zeitelements am Stabende zielt. Man arbeitet zweckmäßig mit dem mittleren Tem- 
peraturgefälle, das sich nach 2, für jeden Querschnitt bestimmen läßt, während das die 
Temperaturkurve ersetzende Vieleck nur in der l,ängenelementmitte die richtige Neigung 
aufweist. Damit ergibt sich folgende 


»Erfüllung der Endbedingung«: Am Stabende muß das mittlere Temperatur- 
gefälle zum Pol dieses Zeitelements zielen. Danach ist im zweckmäßigen Falle des 
Stabendes in der Längenelementmitte, das Endstück des Vielecks einfach zum Pol zu 
ziehen, wie in Abb. 1 (Pol im Unendlichen) und Abb. 3 rechts (Pol bis Ende des 2. Zeit- 
elements stetig veränderlich); in dieser Abbildung ist ein gleichmäßig erwärmter Stab 
angenommen, dessen Enden plötzlich zur Kühlung gelangen. Im Falle des Stabendes am 
Längenelementende, wie in Abb. 3 links (Pol fest), ist nicht das Endstück des Vielecks, 
sondern die das mittlere 'T'’emperaturgefälle darstellende Hilisgerade der Zeichenregel, 
z.B. im 3. Zeitelement D), a;, zum Pol gerichtet. Im beliebigen zwischenliegenden Fall 
(bei der Teilung des Stabes verbleibender Rest, insbesondere bei Annahme eines runden 
Wertes für das Zeitelement), z. B. Abb. i mit dem Stabende in x statt a, zeichnet man 
nach 2, z.B. im 3, Zeitelement g in 6/2 rechts von « und p in 62 rechts von ce, r auf 
pqg in Ö rechts von, c, dann das mittlere Temperaturgefälle von r zum Pol, auf dieser 
Geraden o in Ö rechts von der Hilfsordinate a, n in Ö/2 rechts von b auf der Verlän- 
gerung von ,%, m auf no in 6/2 rechts von a, dann b, ın bis zum Schnittpunkt a,, und 
findet schließlich nach der Zeichenregel mit a,c, den Pankt 5, und damit x;. 


- 


Das Vorstehende setzt voraus, daß sich die Endbedingung, also die l.age des l’oles» 
nit der Zeit nicht oder nur stetig ändert. Andernfalls gilt folgende 


Erfüllung der Endbedingung bei einer Unstetigkeit« (ohne Uebergang 
durch das darauffolgende Zeitelement): Nach dem Augenblick der Unstetigkeit ist die Zeit 
in zwei Teile zu scheiden, nämlich in die für das zeichnerische Verfahren eigentlich »un 
stetige Zeit«, das ist im 1. Zeitelement Abb. 3 rechts die Zeit, in der die als Ersatz der 
Femperaturkurve zunächst zu zeichnende einfache Gerade durch p von /o nach -, gelangt, 
und in die weitere wieder stetige Zeit. Die unstetire Zeit « ergibt sich aus der an 
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genäherten Annahme des mittleren Temperaturgefälles durch den Mittelpunkt mo von fo €, 
mit der Verallgemeinerung «fo = (0, nach dem Flächengesetz aus 


MH .o I H (60\° ’ 
-:2h  A=u:dt, ao u- [3 -/t, hier = 0,4 4. 


2 j Ö Ih 


J 























ER Abb. 3. 


Im I. Zeitelement Abb. 3 links ist die unstetigre Zeit 

1,25 4; entsprechend wurde rechts von dem nach 
der Zeichenregel zu findenden Punkt e,,, durch 
Zwischenschalten auf °,., zurückgegangen, um das 
erste vollständige Temperaturvieleck zu erhalten. Im 
allgemeinen Unstetigkeitsfalle, Abb. 3 rechts, wo mit 
Beeinn des 5. Zeitelements der Pol plötzlich von p 
nach 7 wechselt, ist die unstetige Zeit nach dem 
weiter folgenden Beweis so zu ermitteln, als wäre 
gleichartig wie im 1. Zeitelement von der Horizon- 
talen durch die Polprojektion g auszugehen, wonach 
sich hier u = 0,55 Jt ergibt. Ina dieser Zeit rückt 
aber e, nach der Zeichenregel und zwischengeschaltet zu #,,3; vor, welcher Punkt mit q 
zu verbinden ist, worauf weiter mittels Zeichenregel und Zwischenschalten der gesuchte 
Punkt e; gefunden wird. 

Beweis: Das Fortschreiten vom 2. zum 2,35ten Temperaturvieleck ist so zu denken, 
daß sich die Gerade 9/, um den Pol g bis zum Punkt «,; dreht und die Fläche 
fa € 05 O2,55 09,35 fa; zum AÄbfließen bringt, die dem mittleren Temperaturgefälle my ent- 
spricht. Da für die Fläche / « 03 04,3, &:55 (fa,35) das mittlere Temperaturgefälle eg’ ist, 
muß die restliche Dreieckfläche (fa,3;) @2,5; fa,.,; dem Unterschied der erwähnten Gefälle 
entsprechen. Dieses Dreieck ist aber gleich dem Dreieck f)e) fo,,;) und dieser Gefälle- 
unterschied gleich dem Gelälle ) q. 

Die oben für die unstetige Zeit angegebene Formel ist eine gute Annäherung. Die 
genaue Rechnung ergibt nach Abb. 3 rechts 1. Zeitelement 











A: dIdt='yn(Vdi+Edn)-Q-C, 


T, 


daraus e 2. D D\2./4 1] (612 
Heronanı | dft | t 7 173 ı(- + ı) M It, 
- = () 
rerenüber MH {0 \?2 ı !/g-+DIJ 
E05 ungenau = ( ‚) -At= £ w . E. 
oder ausgerechnet EN rm 
D 
tür == ( Ua N I f 8 2 
J 
. Ö\2 
Hgenau 0,29 0,36) V,40S 0,439 0,165 0,480 0,5 ( ,) At. 


. = AN: z 4 d ÖO\? 
Uungenau = 0,29 V,330 1,39 0,414 0,450 0,472 0,0 ( ) At. 








aWw, 
ch 


eo; 
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5, Zwischenschalten. Das bisherige zeichnerische Verfahren liefert die Tempe- 
-aturvieleecke nur von Jt zu Jt; Zwischenwerte ergeben sich angenähert durch 


»Lineares Zwischenschalten« im Höhenunterschied. 


Genauer ist das zwar umständlichere Verfahren aus der Forderung, daß auch im 
Bruchteil 6 des Zeitelements das entsprechende Flächengesetz erfüllt sein soll. Wenn 
danach z. B. in Abb. 4 aus dem Temperaturvieleck bdf und dem um At späteren Vieleck 
„fi das nur um Ö: _/t spätere Vieleck bestimmt werden soll, so ergibt sich rechnerisch 


— | v+1l 
+7 lL + 


2 18 — 90 ') J-8 + — Jh 
y , | 


ınd daraus mit 
po pP — do d do d— 109 


“ p— dd— ai dod+ ! 


== \C69 C — do d) 2 (do d : eo e) =; h 


4 y 
1 1 2 
und mit der in 8. abgeleiteten Beziehung + — = — das gesuchte 
2 u n 
MB Ind 
a» 0 32—-1+3 


Zeichnerisch wird dies nach dem 
weiteren Beweis wie folgt erfüllt: 

»GenaueresZwischen- 
schalten«: Um in Abb. 4 aus 
dem Temperaturvieleck bdf das 
um einen Bruchteil 6: /t des 
Zeitelements spätere Vieleck zu 
finden, zeichnet man das um Jt 
spätere Vieleck, zieht durch die 
sich ergebenden Pole p und g 
die Gerade 2 und durch den 
Schnittpunkt o die Parallele 3 
zu I der Zeichenregel, dann 
aus (g) als Pol die Gerade 4 
über dı bis zum Schnittpunkt 1, 
worauf von d aus mit di als 
Einheit der verlangte Teil d ab- 
gemessen und die Gerade 5 nach 
(q) gezogen wird, die das gesuchte 























9% 
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h; ergibt. Statt mit (g) kann Abb. 4, 
ebenso mit (p) gearbeitet werden. 
Beweis: Es liefern die Geraden 1...h, 2...nh, 
51 ‘du In (« 0) 1 - d\ ( | j / 
Ben (90) di = N A, 4 WR 2 u u = x " oder = u a J y L) 
h 11 h 11 ah 


nach Auftragen der Länge Ö von d aus mit dı als Einheit, 
(0) do do d,+ do On n.J n } l 


Duo» — " oder = 
hr Ö 0 hr Ö0 In 


2 h a u. ö Jo 
Wird 11’ aus der Gleichung zu 4 und ÖÖ' aus der zu 5 bestimmt und ni Ö gesetzt, 
| 
so folgt richtig der oben errechnete Ausdruck für Au /h. 


6. Unstetigkeit im Stab. Wenn ein Stab aus zwei einfachen (oder nichteinfachen) 
täben ungleichen Materials oder auch ungleichen (uerschnitts (diesfalls mit einem Uebergang 
„u denken) zusammengesetzt ist, so sind die beiden Teile I und II wie zwei getrennte Stäbe, 
‚edoch für das gleiche Zeitelement nach der Grundannahme, und zwar zweckmäßig so zu 
unterteilen, daß die Unstetigkeitsstelle (Stoßfuge) nach Abb. 5 ein Längenelement in die 
ungleichen Hälften 4, und Jhr teilt. 
| Wenn die Stoßfuge keine Wärme durchläßt, so ist jeder der beiden Stabteile als 
einseitig wärmeisoliert für sich zu behandelnv, so daß jeweils von den nach der Zeichen- 
regel beiderseits der Stoßfuge gelundenen letzten Vieleckpunkten d und f die Horizontalen 
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der und fer zu zeichnen sind. Hat im Gegenteil die Stoßfuge keinen Wärmeleitungs 
widerstand, so gilt die Zeichenregel für d und f ebenfalls, weil die gemeinsame End- 
bedingung in e stetig ist; die Höhenlage des diesfalls im Vieleckelement (f enthaltenen 
Knickpunktes © ergibt sich aus dem Wärmeausgleich '/a-e e7: Jr Qr Cr = "a e eır* Arı Qrı Orr, 
also durch die gestrichelte Gerade. 

Praktisch weist die Stoßluge meist einen 


4 { 7 v .. ” * ” 
II. I, — Wärmeleitungswiderstand auf. Ist dieser n mal so 
N \e eroß, als der Wärmeleitungswiderstand (Länge: Q/ 


des die Stoßfuge enthaltenden Längenelements 
Jr + Ar, so scheint dieses Element n + I mal so 
lang und erlaubt die vorstehend gefundene Bestim- 
mung des Punktes e, worauf] das n fache Längen- 
element wieder herauszudenken ist. In Wirklich- 
keit wird man nicht auf den » + I fachen Maßstab 
eehen, sondern J/, und Jr im Verhältnis 1: teilen 
Abb. 5. und durch Projektion die gesuchten Punkte e, und 

eır der diesfalls nicht nur geknickten, sondern auch 





verschobenen Vieleckseite finden. 
7. Verallgemeinerung auf den nichteinfachen Stab. Kurze Darstellung. 


I. Grundannahme: Gilt unverändert und liefert entsprechend dem gleichbleibend 
anzunehmenden /? und dem mit x veränderlichen (C') eine mit & veränderliche Stab- 
teilung 4. 

Il. Flächengesetz: Wenn statt der aus der Grundannahme folgenden Stabteilung 
J + Aa-+... nach Abb. i unten die Produkte A, O, Cı + JR O5 +... als Abszissen 
der Zeichnung dienen, so ist nach dem folgenden Beweis wie beim einfachen Stab für 
jeden Stab«uerschnitt die Rechteckfläche mit dem dortigen JAQC als Grundlinie und mit 
der in der Zeichnung das mittlere Temperaturgefälle des betreffenden Zeitelements 


(zwar verzerrt im Verhältnis —) darstellenden Geraden als Diagonale gleich groß 
der Fläche zwischen den betreffenden zwei Temperaturkurven oder den sie ersetzenden 
Temperaturvielecken von diesem (uerschnitt bis zum Kurvenscheitel.e. Das mittlere 
Temperaturgefälle ist angenähert durch Halbieren der Höhen zwischen den Temperatur- 
kurven zu finden, was bei den sie ersetzenden Vielecken zwar nur für die Längen- 
elementmitten zutrilft; danach ist z. B. der Flächenunterschied der in Abb. 1 schraf- 
fierten Rechtecke zu ed" und zu de gleich der Fläche c3 d; e; ey, d,cy, woraus die 
Zeichenregel nach III folgt. Das mittlere T’emperaturgefälle in den Längenelementenden 
(Eckordinaten), z. B. in Abb. ı für den (Querschnitt « im 3. Zeitelement, ist nach III und 
übereinstimmend mit dem Flächengesetz einerseits durch c, d;, für die Basis J; Q; C; und 
anderseits gleichwertig durch d; +, für die Basis A, (J, C, dargestellt. Wenn man danach 
z.B. I, Qı (, festhält und diese Länge nach links statt I, & (5, A Qı C, und 4, Qı Ci 
aufträgt, und zwischen diesen neuen Ordinaten von ds, fortschreitend die mittleren Tempe- 
raturgefälle da c,, ca ba, ba; a, derart weändert einträgt, daß sie ihre Rechteekflächen bei- 
behalten (wobei ed; ca und «3 b; a, wie beim einfachen Stab in eine Gerade fallen), so läßt 
sich auch noch die für den einfachen Stab angegebene Konstruktion des mittleren Tempe- 
raturgefälles im beliebigen Querschnitt x anwenden, worauf das Ergebnis in die richtige 
Zeichnung zurückzuführen ist. 

Beweis: Nach der Ueberlegung in 2. 2. Absatz, gilt z. B. in Abb. ı für 
die im 3. Zeitelement durch den Stab«uerschnitt © fließende Wärmemenge: Mittleres 
Temperaturgefälle 74 x Qu > At —= Wärmezuwachs, der bei JQC als Abszissen durch 
die Fläche zwischen den beiden Temperaturvielecken I! und 2 rechts von x dargestellt ist. 
Wenn man nach der Grundannahme .J? durch . As? ersetzt und erkennt, daß /A, x mitt- 
leres T'emperaturgefäülle die Höhe des Rechtecks mit diesem Gefälle als Diagonale und 
mit J, als Grundlinie vorstellt, welche Höhe in der Zeichnung trotz Verzerrung der Abs- 
zissen richtig dargestellt ist, so ergibt sich mit dem weiteren Faktor J, Q, CO, das vor- 
stehende Flächengesetz. 

Ill. Zeichenregel: Wenn das mittlere Temperaturgefälle zwischen zwei um das 
Zeitelement der Grundannahme abstehenden Temperaturkurven angenähert im halben Höhen- 
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„bstand angenommen und wenn die Teilung A zu AQU verzerrt gezeichnet wird, so liefert 
nach Beweis 1 im Rechteck zu den Mittelpunkten zweier aufeinanderfolgender Geraden eines 
Temperaturvielecks die andere Diagonale, wie c, e in Abb. 1, im Schnitt mit der Zwischen- 
ordinate d den Eckpunkt ds; des um das Zeitelement späteren Temperaturvielecks. 

Beweis 1: Der Ausdruck für die in II. erwähnte Gleichheit der in Abb. 1 schraffierten 
Rechtecke mit der Fläche c; da e3 ea d, ec» ist 


002 + ec do da + dod: do da + dodz e0 02 + 80 3 
(3722 —_ — ) 490 -( — \) A Cı 


2 ni . 
_ 08 © u d3—dody A: Q; C; do da — do da — u De Bath 3. A Q Cı ) 
daraus ä 
(ec) C&; — do ds) I; 9 Cs = (do ds — 6 &) Jı Qi Ci oder ji an zu JI3 Q3 - sap 7 


Die so gefundenen Eckpunkte sind nur dann einfach miteinander zu verbinden, wenn 
die beiden AQRC eines jeden Längenelements in etwas geringerer Genauigkeit zur Verein- 
fachung gleich gemacht wurden. Andernfalls sind nach Beweis 2 die Verbindungsgeraden der 
Eekpunkte in den Zwischenordinaten etwas geknickt, und zwar ergibt sich der Knickpunkt 
der Linie des mittleren Temperaturgefälles, z. B. c”’ in Abb. I, durch Ziehen der anderen 
Diagonale des Rechtecks zu b’ d”. 

Beweis 2: Nach dem Flächengesetz ist in Abb. 1, 3. Zeitelement 
db; — © 03) 4A; Qa Ca — (co C3 do ds) J; A} C; =! (b) Ds — bob + Cola — Co 02) 4; Q& C; 

+ la (co Cs — Co ea + do ds do d.) Jz 5 O5, 
daraus 
bu be + bo b co c2 + Co cC: og +Cc lo da + do da 
ka > _ 29ER) = ( ‚63 do \4Q Ci, 
2 2 \ 2 2 
was durch das Ziehen der anderen Diagonale erfüllt wird. ® 


IV. Erfüllung der Endbedingung: Wenn die Polentfernung gleich wie das erste 
Stabstückchen mit Qı Cı multipliziert aufgetragen wird, so ist weiter gleichartig wie beim 
einfachen Stab vorzugehen. 


V. Zwisehenschalten: Außer dem linearen Zwisehenschalten im Höhenunter- 
schied ist auch das genauere Zwischenschalten durch Zurückführen auf den einfachen 
Stab möglich. Wenn in Abb. 4 der nichteinfache Stab durch CP statt cp gegeben ist 
(mit der einfacheren Annahme gleicher Hälften im Längenelement), so findet man nach 
der Zeichenregel mit 1, den Punkt dı, zieht nach Auftragen von do fo —= do eo die Ordinate 1; 
und findet mit 13 den Punkt e und schließlich mit 14, Ce den Punkt p, worauf wie beim 
einfachen Stab 2, 3, 4, 5 zu ziehen sind. 


8. Fehler der Zeichenregel. Die Zeichen- Sf 
regel nach 3. entspricht der Annahme, daß das mittlere y 
Temperaturgefälle eines Zeitelements durch Halbieren by 


der Ordinaten zwischen den betreffenden zwei Tempe- ) 
raturkurven zu finden ist; der in dieser Annahme 
steckende Fehler »nächster Kleinheitsordnung« läßt N 
sich in Ergänzung der Zeichenregel nach Abb. 6 und 7 | 
berücksichtigen, doch wird man praktisch eher den Stab 





7 
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Abb. 6. Abb. 7. 
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- 


weiter unterteilen. Diese Untersuchung veriolgt mehr den Zweck, die Zeichenregel nähe: 
zu beleuchten. 

In Abb. 6 soll aus dem Temperaturvieleck....efy... das nächste Vieleck genauer 
als mit der Zeichenregel nach 3. gefunden werden. 

Da benötigt man, gleich wie in Abb. 4, die Verhältniszahl x zwischen der Höhe n /ı 
der Polverbindung pg und der Höhe Ah der Zeichenregel. Rechnerisch ergibt sich n nach 
Abb. 4 aus den Ausdrücken, 


dab o auf pgq liegt: nh=pp— dd — (pP — W4q) 2 und 
g+wy 
nh=(mPp— ng) an 9q— dd, 
g+w 
DB u di 1 
> p > dd 2 EL. I =oc— dd, 
4 
do d= 00 q 
» q » af » =dhd— oe, 
y 
dı » ce » ke I do.d. 


- 


> 


Wird die 1. Gleichung durch % und die 2. durch % dividiert und die 3. und 4. benutzt, 
: ih R : 1 1 2 

dann addiert und die 5. verwendet, so folgt die gesuchte Beziehung + —— 
y Y n 


Zur Aufgabe in Abb. 6 zurückkehrend, muß für die Zeit d-/t nach dem Wärme- 
leitungsgesetz (* ER, 4: —*) -).Q:d At gleich sein 


vd p4 
v—| yv—i 
BE Be i u 2 \ -dy 
—dy\ — 4 —/d.:Q-C oder ade — Sl -—— 1.) 
2 2 7 \1 1 
+ - / Y 
"4 
h ui | 2 u“. ’ ’ 
Daraus ergibt sich mit +—-=—und - J?—= Jt nach Integration von nh bis nk —h+ 6, 
y 77 n i 
der gesuchte Fehler do=1—n+ ui ; ö ist also nur vom Verhältnis n abhängig. 
en — "a 


Wenn nach der Untersuchung in 3. das mittlere Temperäturgefälle statt in '/, all 


gemein in 4 >< Höhe zwischen den beiden Kurven über der unteren Kurve angenommen 


‚ . \ n nh in Abb. 6 ’ i 
wird, so findet man dö6=1—n-+ ‚wvwn=— —— , Diese Formel er- 
h der Zeichenregel zu u 











en un N. 
0 1 vo 9 
gibt mit den in 3, betrachteten Annahmen u = 1, '/, u (JSt= —; 1, 2. T J*) folgende 
ausgerechnete Werte: 
n 2 1'/a 1 —isi- 1,10 |/+!Aul +" +1 +1! +2 +93 
. - | - I + ” « » ) 
du=1 +0,15 +0,21 +0,26 +0,35 +0,53 +0,69 +1! +1,7 +4.2 0 —0,30 -0,26 —0,18 
.„SJ+»% R . 
Ou Us +0,008 +0,016 +0,027 +0,052 +0,14 +0,30 +1 +4,95 \+! +0,135 +0,052 +0,027 +0,011 
2 
I+% . ' 
Öu—!), 0,08 —0,12 -0,16 -0,23 —0,40 —0,60 +1 +3, +0,51 +0,26 +0,17 +0,13 +0,09 
’4 





Die Auftragung in Abb. 7 zeigt übersichtlich, daß der Fehler ö der Zeiehenregel 
für die der vorliegenden Arbeit zugrunde gelegte Annahme «= '/, am kleinsten ist, ob- 
gleich er immer positiv bleibt. Die Zeichenregel eilt also für alle n etwas voraus, doch 
ist für größere n, und zwar schon für etwa n—= —+ 2, der Fehler für das Zeichnen ver- 


schwindend. s1s 
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KURZE AUSZÜGE 
Russische Arbeiten zur Hydro- und Aerodynamik. 


Ueber die Wirbelschicht und das quadra- 


tische Reibungsgesetz berichtet A. J. Mo- 
-osehkin. Moskau (Recueil mall@matique de 


ı Soeiele Mathematique de Moskou. Band 92. 
\r, 2. 1926). Bekanntlich führt bei einer zähen 
Jüssiekeit der Ansatz für die Reibungskräfte: 


dv 
| BE: 

dh 
Strömungsgeschwindigkeit, A = Schicht- 


dicke. u=Const.) zum vl-Gesetz der Ober- 
flächenreibungt). Dieses wird bei langsamer 
schleichender«) Bewegung durch den Versuch 
hestätist (Poiseullesche Strömung). Der Ver- 
such führt aber bei praktisch in Betracht kom- 
menden höheren Geschwindigkeiten (Strömung 
in Rohren, Schiffs- und L.uftfahrzeugbewegung) 
zum v»2-Gesetz. Darum mangelt es nicht an 
Versuchen, den Ansatz (1) umzuändern. Nach 
Stanton (Versuche im N.P.L.?) in Tedding- 
Ion. England; siehe Proc. of the R.S.N.A. 
10911. p. 519) ist der Zähigkeitsbeiwert bzw. die 
kinematische Zähigkeit eine monoton steigende 
Funktion der mittleren Strömungsgeschwindig- 
keil: 
u= Ff (vmittel) See (2) 
was zu der durch zahlreiche Versuche be- 
stätigten, elliplischen Querverteilung der Ge- 
schwindigkeiten führt. Eine Verfeinerung und 
vrößere Annäherung an Versuchsergebnisse er- 
hält man durch Ersetzen der mittleren Strö- 
nungsgeschwindigkeit (vmittel) durch die Ge- 
schwindigkeit im betreffenden Punkte (vzy.) (A. 
J Moroschkin, Abhandlungen der Physika- 
ıschen Abteilung der Gesellschaft der Freunde 
(ler Nalurwissenschaften in Moskau 1911). H. 
,orenz erhält das v2-Gesetz durch Annahme 
einer mit konstanter Querverteilung der Ge- 
schwindizkeiten strömenden durchwirbelten 
lüssigkeilsmasse und einer der mittleren Strö- 
mungsgeschwindigkeit umgekehrt  verhältigen 
aminaren Grenzschicht: 
h= (Umikel)"!....2...(8) 


auf die man den Ansatz (1) anwenden kann. 
\ienn wir nun dv:dh durch Av,:Ah (w 
Geschwindegkeitsverlust in der Grenzschicht. 
Geschwindigkeit der freien Strömung, A 
ach Annahme k:v,) ersetzen, so erhält man 
k:v,)=v2:Kk, d.h. das v2-Gesetz. Stan- 
ons Versuche bestälisten das Vorhandensein 
ner solchen Grenzschicht, gaben aber keine 
'ückschlüsse über ihre Größenordnung. Die 
\nnahme von Lorenz aber, daß sich die 
(urchwirbelte ‚Hauptflüssigkeilsmasse als fester 
‚orper mil konstanter Querverleilung der Ge- 
chwindigkeiten bewege, ist (auch nach russi- 
chen Versuchen) falsch. 
Weiter durch O.R. bezeichnet. 
National Physical Laboratory. 


l 


N. E. Joukowskvy versuchte die Lorenz- 
schen Ansätze zur Erklärung des v*-Gesetzes in 
der Annahme, daß Zähizkeit nur in der Grenz- 
schicht wirke und die Restmasse als ohne ge- 
venseilige Wechselwirkung anzusehen sei, an- 
zuwenden. Dabei verliert aber Ansatz (3) sei- 
nen Sinn, da keine Tangential- i. e Reibungs- 
kräfte entstehen. Also erhält man auch nach 
Joukowsky keine plausible Erklärung des 
v2-Gesetzes. Am Rohranfang ist die Strömung 
wirbelfrei, Wirbel setzen nach Stanton erst 
in der Entfernung —>100D(D=lichter Rohr- 
durchmesser) ein. Also ist die Theorie von 
Lorenz für den Gesamtverlauf der Erschei- 
nung unanwendbar. Dagegen erhält man eine 
plausible Erklärung des v*-Geselzes durch 
Untersuchung der Bildung der Wirbelschicht 
selbst. Wirbelung verkleinert die Strömungs- 
veschwindigkeit. ! Wenn v, die Geschwindigkeit 
der freien Strömung ist. so ist die Geschwin- 
digkeit in der Wirbelschicht: «av,(@«< 1) und 
der Geschwindizkeitsverlust: (1—«)v,. Nach 
dem Impulssatz ist die Reibungskraft gleich 
der in der Zeileinheit verlorenen Impulsmenge. 
Da nun die in der Wirbelschicht Tließende 
Flüssigkeitsmenge: «av», verhältig und der Ge- 
schwindigkeitsverlust: (1 —a)v, ist, so ist die 
verlorene Impulsmenge: «v,- (1 a@)v,. d.h. die 
teibung ist »,2 verhältig. 

Zur Prüfung dieser theoretischen Erklärung 
wurde der klassische Versuch von Reynolds 
derart geändert, daß 
man in die freie Strö- 
mung gefärbte Flüssig- 
keit an zwei Stellen 
einließ, in der 
Mitte des 
Stromes und 
in der Wand- 
nähe (Abb. 1). 
Die Wirbel- 
bildung fing 
stets an der 
Wand an; 
eine Verwirbelung 
der Mitte ergab sich 
bei einem KRohr- -|' 
durchmesser von 2 
em in einer Entfer- 
nung von 20 bis 30 
cm. bei einem an- 
deren Versuch im 
Z.A.H.1.') wurde ann. 3. 
Luft durch einen 
langen (I, = 2,6 m, 
D = 0,26 m) Wind- 























!) Zentrales Aero-Hy- 
drodynamisches Insti- [RA3%2ı 
tut Moskau. 
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kanal mit Wabengleichrichter am Auffang- 
trichter durchgesaugt. Die Druck- (bezw. Ge- 
schwindigkeit)-verleilungsmessungen erfolgten in 
üblicher Weise mittels Mehrfach-(Orgel-)Jmano- 
meter; gleich hinter dem Gleichrichter bestand 
konstante Querverteilung der Geschwindiekeiten 
Die Querverteilung der Geschwindiskeiten an 




















18 
76 
D 74 
27 
70 T 
A + 
6 T u 
/ 2 3 7 Sem 
/ TERN, NG 0% [y Mi Bo: DAR Ay von der Wand 
HAAR 2] 
Abb. 2. 


der Rohrmündung ist im Schaubild (Abb. 2 
Uebereinstimmung des  Ver- 
sıuches mit der Rechnung ist befriedigend: 


angeveben Die 





Reibung 
(‚eschwin- 
Rechnung 
korrigiert 


diekeit 


Versuch Rechnung 





225 er 37 gr 
124.0 » 147 >» 


to Sın/see 10 er 
v—=17 » 160 





Man kann das Problem auch wirbeltheore- 
tisch aulfassen. Wir nehmen an, daß sich an 
der Oberfläche des Körpers einzelne Wirbel 
bilden. Die zur Erzeugung eines Wirbels nölige 
Impulsmenge ist gleich dem Impuls des Wir- 
bels in ruhender Flüssiskeit. Ein Wirbel kann 
aus einem Wirbelpaar durch Erstarrung der 
\-\chse entstehen Abb. 5 Das sich nach 


y 







Abb. 3. 





Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


links bewegende Wirbelpaar AA, kann bei einer 
Strömung nach links entstehen. Der Impuls 
eines Wirbelpaares wurde zuerst von Kär 
man, später und einfacher von Joukowsky 
bestimmt. Man erhält den Ausdruck: 
J=o:.b.T ee 
J = Impuls des Wirbelpaares, p Dichte, b 
Entfernung zwischen den Wirbelkernen, 7’ 
Zirkulation eines der Wirbel). Gl. (4) läßı 
sich wie folgt noch einfacher ableiten: Ein Teil 
der X-Achse und das Oval BB, sind Strom 
linien. Wir lassen nun die im Oval (Kontur 
BB, befindliche Flüssigkeit samt Wirbelpaar 
erstarren und erhalten die Bewegung eines 
Körpers. Der Gesamtimpuls setzt sich zusam- 
men aus dem Impuls des Körpers BB, und der 
anhaftenden (mitgeschleppten) Flüssigkeitsmaße. 
Nach Thomson ist die Kontur BB, eine 
Ellipse mit dem Halbachsen 2.09 a und 1,73. 
(a = Entfernung zwischen dem Wirbelkern und 
der X-Achse, also nach Gl. (4) a b:2), und 
der Masse: xp 2,09 :1,73a?. Die anhaftende 
Masse ist nach Thomson gleich: x: p (2,09)2a? 
Die Geschwindigkeit des Wirbelpaares ist 
T:(2n-2a). Also ist die Impulsmenge: 


. 
J=n:.0.—— [2,09 .1,73 a? + (2,09)? a?) 
4a 


7,9838 
ie - o-a:-T=z2aol=o.b-T'.. (5) 


was der Kärmänschen Gleichung entspricht 
Dieser Gedankengang läßt eine Korrektur der 
Bestimmung der Reibungskraft (siehe 3. Spalte 
der Zahlentafel) zu. wobei srößere Ueberein- 
stimmung mit dem Versuch erzielt wird. Da 
nach ıst die Grenzschichtdicke keine Funktion 
der Geschwindigkeit. Entgegen diesem kommt 
K. E. Ziolkowsky, Kaluga, U. d. S.S.R 
rechnerisch zu folgendem Ausdruck: 
ho=lv-Ii+in(vw: DJ! ....066 


(Avo Grenzschichtdicke, Zt, Grenzschicht 
dicke bei Geschwindizkeil 1 in der Zeiteinheit. 
D, Stromgeschwindigkeil, Z l.änse in der 


Strömungsrichtung) 


Die Wirkung des Schraubenstrahls auf 
die Belastung des Höhenleitwerks im Fluge 
wird im Aufsatze von A. Leimer behandelt 
(Bericht über Untersuchungen in der Abteilung 
für experimentelle Strömungsforschung des 
Z. A. H. 1.-Technik der Luftllotte, 1. Jahrgang, 
Heft 1 vom Juli 1927, p. 63/65, Moskau). Fe 
stigkeils- und Stabilitätsuntersuchungen seines 
Flugzeuges erfordern die Bestimmung der Luft- 
kräfte am Höhenleitwerk. Die rechnerische Be- 
stimmung des wahren Anstell- 
winkels des Höhenleitwerks er- 
folgt gewöhnlich nach dem aus de: 
Prandtlschen Theorie der end 
lichen Tragwerke entwickelten 
Abwindformeln. In der Annahme 
einer längs der Spannweite kon- 
stanten Zirkulation (/’=konst.) erhält man die 
Gleichung: 


Ca / b'\? 
I ao = 51,3 ‚+ Jı+( )| ‚®» 
sh 21 
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Bei elliptischer T-Verteilung hat man: 
Ca b . 
10 = |ı+( ) |  ' 
ib 21 2 
NMaraus leitet Munk die Näherungsformeln: 
jür Eindecker: 


ir 
Aa? = 57,3 


” Ca > . . “ . . (3) 
7 4. 
für Zwei- und Dreidecker: 
3 
de MI B-— ler... 
7A 
\Wenn wir weiter mittels: 

A=ca:g-F. er re a u (5) 
us einer der Gl. (1—4) c„ eliminieren, so er- 
hält man: Aa’ =konst.v”? . ...:.. (6). 

Bei sehr langem Rumpf hat man näherungs- 
weise: | 9 und erhält: 
(A aM)r ellipt. = 2 -(a’)F—konst. . . . (7) 
allvemein: bei L1— 2 strebt der Koeffizient 
dieser Gleichung — 2). 


Aca0 Abwindwinkel in Grad, ce Auf- 
triebsbeizahl, b = Spannweile, f = Flügeltiefe, 
N Abstand der Druckmittelpunkte des Trag- 
werks und Höhenleitwerks, F Tragflügel- 
fläche. X b:tbzwb2: F = Seitenverhältnis- 
zahl, q Staudruck, A Auftrieb. v = Flugy- 


seschwindigkeil). Da man im Bereich der Flug- 
winkel mit genügender Genauigkeit die lineare 


Beziehung G=kan+0)...:....08). 
&n = Winkel der zweiten Misesschen Null- 

ıuftriebsachse, @, = geometrischer Anstellwinkel, 

J Proportionalitätsfaktor: (dc /d“)theor. — N 

bzw. 57,30)) ansetzen kann und weiter Aa‘ 
k,‘c ) hat, so kann man schreiben: 


Ja —=k-kı, (ao + «aı,) er er er er" (9). 
Diese Nährungsgleichheit wird in Frankreich 
nd England gebraucht. 


20T 
Ja 


75 + 







elhofische 
I"-Verteilung 


D- 


noch Munk 








Abh. 4. 


Das Schaubild 4 gibt die A «aP-Werte nach deı 
Gleichungen 1, 2 und 3; (Gl. 1) nähert sich 
(Gl. 3). 

Diese für einen stark idealisierten Fall rech 
nerisch aufgestellten Gleichungen berücksich 
tigen nicht die Wirkung des Rumpfes, Fahr 
sestells und anderer Teile Versuche in der 
Strömungstechnischen Versuchsanstalt des Mas 
sachuselt Institut of Technology, Ohio U. S. A., 
zeigten aber, daß ein Rumpf die Form der 
Kurve Aa" f (CaFlügel / gänzlich verändert. Un- 
berücksichtigt blieb auch die Wirkung der Ver 
drehung des Schraubenstrahls. Dies ist wichtig, 
da bei der der zur Zeit üblichen Flugzeug 
normalbauart das Höhenleitwerk fast gänzlich 
im tordiertem Schraubenstrahle liegt. Wenn 
wir den Anstellwinkel eines im Schraubenstrahle 
eingebauten Tragflügels mit «aPpı und den längs 
des Schraubenstrahldurchmessers veränderlichen 
Schraubwinkel des Strahles durch «’sehs, be 
zeichnen, so ist der wahre Anstellwinkel der 
linken bzw. rechten Höhenleitwerkhälfte je 
nach dem Drehsinn der Schraube: 

aFl Schs. = a’rı E a'Schs, . . . (10), 
was verschiedene c.„- und A-Werte auf beiden 
Seilen erklärt. Zur Prüfung dieser Frage hat 
die Ableilung für experimentelle Strömungsfor 
schung des Z.A.H.I. Moskau an einem Zug- 
schrauben-Doppeldeckermodell (1/,, n. Gr.) nor- 
maler Bauart im großen 6m Windkanal!) eine 
Reihe von Messungen ausgeführt. Stromrich- 
lung und Druck- bzw. Geschwindigkeitsvertei 
lungsmessungen erfolgten in üblicher Weise 


mittels Theodoliten auf —- 0,2 genau und Mehr 
fach-(Orgel-Jmanomelter, wobei die Oelfnun 


sen der Pilolrohre Bauart Z. A. H.I.!) an über 
Rollen geführten Drähten längs der Höhen 
leitwerkvorderkante verschoben wurden. Die 
Schraube wurde mittels Riemen von einem 
außenstehenden Elektromolor angetrieben. We 
ven der bekannten Beziehung: 
ß=v-(n Di!=konst. .... (11). 
V Flug- bzw. Stromgeschwindigkeit?), n 
Drehzahl, D== Schraubendurchmesser) mußte 
die Drehzahl sehr hoch sein: 5000 bis 7000 
Uml./min. Der Schraube- bzw. Abwindwinkel 
wurde an der Höhenleitwerkvorderkante in 
Funktion des Abstandes von der Schrauben- 
achse bei verschiedenem Anstellwinkel®) der 
Zelle bei Stillstand und Drehung der Schraube 
bei verschiedenen »-Werten (B 0.7 und 0.8) 
ausgeführt. Bei n 0 sind die Kurven natür 
lich achsensymmetrisch. Die verschiedenen Be- 
lastungen (Auftriebe) der Höhenleitwerkhälften 
ergeben ein Torsionsmoment das bis jetzt nicht 
erforscht, „eschweige berechnet wurde, trotz- 
dem es bisweilen erheblich werden kann 
In den Abb. 5. 6 und 7 sind die als Mit 
telwerte: 
b 


1 ” 
A «mittel = | d)ddb... (12). 


0 


!) Siehe diese Zeitschr. Bd. 7 (1927), S. 316/317. 
2) Kann bis 104 m/s gesteigert werden. 
3, Normalfluganstellwinkel 3°, 
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berechneten wahren 
Funktion der 
Tragwerkanstellwinkel angegeben Die Frage 
Einflusses Rumpfes u. a. auf Abwind- 
verhältnisse ist rechnerisch schwer zu erfassen. 
weshalb man zu Modellmessungen greifen muß 


Schaubildern 


obivsen 
IHlöhenleitwerkanstellwinkel in 


Aus 


(les des 


Eine neue Messungsmethode von Luft- 
kräften und das Normaleinheits-$taudruck- 
plattenmeßgerät („Etalonwage“) wird in 
einem Bericht von K. A. Uschakof. beschrie- 
ben ‘Berichte Zentralen Aero-Hydrodyna- 
mischen Institutes in Moskau (Z.A.H.1I.) H.5, 
\oskau 1925) Das erste Versuchsmodell des 
neuen  Normaleinheits - Staudruckplattenmeßge- 
rätes Ktalonwage ist im kleinen »flachen 
Windkanal der Aerodynamischen  Versuchsan- 
stalt der T. H. Moskau (z. Z.-2.A. 11.1.) einge- 
baut 


des 
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Ztschr. f. angew, 
Math. und Mech. 


Der Windkanal hat folgende Abmessungen: 
Länge ü.a. . a ee 7620 mm 
Oeffnungsdurchmesser des Aulfang- 


trichlers Ra Tue Bi 1200 
l.änge des Auffangtrichters 370 
l.änge des Arbeilsteiles 1500 
Breite des Arbeitsteiles 1500 
Höhe des Arbeitsteiles 300 
l.uftstromquerschnitt 0,45 m: 
Länge des Diffusors 9350 mm 
Oeffnungsdurchmesser des Diffusors 1800 


Die Oeffnungen des Auffangtrichters (Kollek- 
tors) und Diffusors sind kreisrund. Baustoff des 
Kanals: Holz und Sperrholz; der Arbeitsteil ist 
zwecks visueller Beobachtung (Seidenfahnen und 
Seiden- und Rauchfäden) und photographischer 


Aufnahmen durch Spiegelglas verglast. Im 
Diffusor befindet sich die achtflügelige Gebläse- 
schraube, Bauart Z.A.H.I. — N.E.J.!), wel- 
che bei Vollbelastung des asvnchronen Drel- 
strommolors von 23PS eine Höchstwindge- 
schwindigkeit von 4öm?’s gibt. Die Normal- 


flügelschnittmodelle (Breite-Höhe 295 mn, Tiefe 
300 mm, F=0,0885 m?)?) werden senkrecht 
eingestellt; der Spielraum von 2,5 mm gewährt 
Bewegungsfreiheit. Rechnungen nach Prandtl 
(Berichtigungsformeln für die Begrenztheit des 
l.uftstromes und Spalteffekt) zeigten, daß diese 
Anordnung einem gleichflächigen HFlügel mit 
Seitenverhältniszahl A —=b?: F 5,5 im unbe- 
srenzten Luftstrome entspricht. Die Belesti- 
sung des Modells und Zerlegung der resultie- 
renden Luftkraft in eine normal zur und in 
Richtung der Windgeschwindigkeit liegende 
Komponente (Auftrieb und Widerstand) er- 
folgt mittels eines einfachen ebenen Gelenk- 
parallelogramms (Abb. 8). Das Modell wird 
an einer senkrechten Welle D, welche mittels 
eines Armes € mit dem beweglichen Rahmen 


) 0.C.Joukowsky. 
2) Die Bedingung (b, t) = Konst. ist nach dem 
neuen Meßprinzip selbstverständlich. 
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arr verbunden ist, befestigt. Der Rahmen 
'Tolzsrahmen mit eingefaßter Spiegelglasplalte) 

‚lit mittels drei polierter Stahlkugeln auf der 
Verulasung des Windkanalrahmens A. Zwecks 
ıltriebsmessung wird der bewegliche Rahmen 

miltels zweier Gelenkarme b und b,, zwecks 
Vidlerstandsmessung mittels der Gelenkarme a 
nd a, am Windkanalrahmen befestigt. Die 
ıftkräfte werden durch Drähte ? und ?, zum 

'eßserält abgeleitet. Man erhält also (A, W,M) 

»/V): V hängt nur von der Gebläseschrau- 
endrehzahl ab. es soll theoretisch V — Const. 
\egen Spannungsschwankungen aber und ins- 
esondere Verwirbelung der Außenluft schwankt 
' mit einer Periode von rd. 3 bis 5 sec um 

> bis vH. Das bedingt vorsichliges Arbei- 
en. wobei zur Messung von 12 bis 15 (A,W,M) 
\Werletrippeln, bei verschiedenen Anstellwin- 
:eln etwa 45 bis 50 min und zur Ausrechnung 
ach der Grundgleichung: 

Cla,w,m) = (A, W, M) :q (1) 
der Beiwerte etwa 23,5h nötig sind. 

Um Messungen schneller und ohne zeitrau- 
hende langwierige Rechnungen auszuführen, 
‚erwandte man ein vom Mitarbeiter des Aero- 
Ivn. Versuchsanst. der T. H. Moskau J. A.Ru- 
binsky noch 1916 angegebenes Verfahren, 
wonach man eine Luftkraft durch Vergleich 
mit einer anderen bekannten Luftkraft (Stau- 
druck auf eine Einheitstaudruckplatte: Etalon). 
\Wenn wir in der Fundamenlalgleichung: 


(4, W, M) = cta,w,m)» F° Pe}; 7 
V also y 
und F 
‚elzen. so kann man Skalen des Gerätes direkt 
zum Ablesen der Beiwerle einteilen. 


== konst. . . . . . (3) 


Abb. 9. Il 
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Wenn man für das Modell und das »Etalon 
entsprechend folgende Bezeichnungen einführt 


L.mod und Jet — Luftkräfte 
Fimod » let un Flächen 
Cmod » 3 Beiwerte 


und: 
Lmod s Let =n 
so hat man bei einer Geschwindigkeit v, 
(Imoa)ı = (Cmod)ı " F mod " qı 
und 
(Le) = (cet )ı Fer: 9ı 
woraus: 
(Lmod) | (COmod)ı * Fmod 


(nı) = - 
(Let) (Cet)ı * Fet 


folgt also: 
(Cet )ı Fet 


(Umoa)ı = (n)ı . ee (4). 
Finod 
Für die Geschwindigkeit v, hat man: 
v \ (Omod)a * Fet 
(Umod)g = ng * 2 a 
Fmod 
Falls im Intervalle v, bis v,, Cet Const. 


oder eine bekannte f(v) ist, so läßt sich diese 
Veränderung am Meßgserät selbst mechanisch 
ausgleichen; der zweite Faktor in Gl. (4) und 
(5) ist konstant und die Größe n zeigt die Ver- 
änderungen von Cmod mit der Geschwindigkeit 
Bei den oben angegebenen Gescehwindiskeits- 
schwankungen zeigt der Versuch, daß cet nur 
um 0,5 bis 0,8vH schwankt, also mit ge- 


nügender Genauigkeit konstant bleibt. Der 
wesentliche Bestandteil des Meßgeräts ist der 
Proporlionalitätsbestimmer (»Equilibrator«), ein 


flaches Gelenkgestänge, welches das Verhältnis 
zweier zueinander normalen Zugskräfte angibt 
also bei einer bekannten Kraft die andere mißt 
(Abb. 9). Die Luftkraft Zmod greift mittels der 
Stange D,B und Luftkraft Ze mittels der 
Stange E,B am Dreigelenk B an. Vom Mittel 
punkte A des Gerätes geht die Kurbel AC,, 
welche mittels des Gelenks €, und der Stange 
Ü,b am Dreigelenk PB verbunden ist (A(, 

C,B). Der Winkel zwischen den Luftkraft- 
vektoren Zmod (P,) und Le: (p,) sei a,. Es ist 
klar, daß sich die Gelenke B und A nur dann 
überlagern werden, wenn das Gelenk €, in die 
Lage © kommt, bei welcher CA sich in Rich- 
tung der Resultierenden der Kräfte P und p 
legt. Man erhält also: 


P:p=tnga. en 


’ 








wo a=< E,A,M. Aus Gl. (5) und P:p=n 
und wegen: 
Cet * Fet 
£, £E — a —= konst. 
meer — — 1) Fmod 


hat man: 
Cmod — a=tinga.a ....() 
p 


Nach kurzen hier zu übergehenden Rechnun 
sen erhielt man die passende Fläche der 


kreisrunden Ktalonplalte et = 0,00221 m}, 
D 93,1 mm, C,„ 1,28, Die Ausgleichung 
einer etwaigen Veränderlichkeit cCet f(v) er- 


folot durch einfaches Verschieben des Etalons 
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langs des Tragarmes, wodurch man eine der 
zweiten Potenz der Geschwindigkeit genau ver- 
hältise Kraft erhält 

Die Untersuchung der statischen Stabilität 
zeigt, daß die am Dreigelenk BP angreifenden 
Massen gleich sein müssen, die der dynami- 
schen, daß die Schwingungsperiode des Gerätes: 


2 mil cos « i 
T ne 3 . . . . . . (8) 

? RK 
ıst (m am Dreigelenk PB einseitig angreifende 
Masse, / BC, ,A (Abb. 9), v \Windge- 
schwindigkeit, A 0.00177) Da m I (kg 


und 7 0.1 m. so erhält man aus: 


z = 47.2 - (cosa)’-v”!.....(9) 
bei üblichem v 30 m/s für die Schwingungs- 
periode in Abhängigkeit von ÄA,t 0.75 bis 
1.5 sec kurze Rechnungen zeisen, daß bei 


\nwendung von  Kugellagern Reibungszahl 
7 0.002) der Reibungseinfluß sich in einem 
Hlöchstfehler der Lasue des Zeisers (AM von 
Ac I’ äußert, also praktisch zu vernach- 
lässigen ist. Der Fehler bei (auf Imm) un- 
venau senkrechter und wasgerechler Lage der 
am Dreigelenk P angreifenden Zugstangen ist 


V.UOvH Weit verößer ist der Fehler bei 
alschlagerung des Gestänges aa, und DD, 
\bb. 8 welcher beı einer Halschlage von 


0,5" bis It vll beträgt. Zur dynamischen Aus- 
wuchltung diente eine auf senkrechter Achse 
drehbare Stange mil Verstellmassen An der 
Ktalonwagex ist zurzeit ein selbstschreibendes 
Gerät angebracht (syncehronische Drehung des 
Frauflügelmodells und der  Schreibtrommel 
durch Präzisionsuhrwerk), welches die Polaren 
0 ce) und c, » (a) gibt, nach denen 
man die Polare in Göltinger Form Ca (Cu) 


herstellen kann. 


Luftschrauben werden von B. N. Jurief 
in einem Bericht behandelt (Berichte des Zen- 
tralen Aero-IIydrodvynamischen Institutes im 
\loskau {/Z.A.H.| Ileft 10, Moskau 1925 
Die Abhandlung soll zusammen mil einer noch 
in Vorbereilung zum Druck befindlichen ein 
vollständiges Handbuch der neuzeillichen Be- 
rechnungsmelhoden von Lultschrauben sein 
So enthält auch der erste Teil nach kurzer 
Krläulterung der Elementarbegriffe und des 
baulichen \Werdevanges einer Schraube elemen 
tare Theorien und hauptsächlich Versuchsergeb- 
nisse: der zweite noch unverölfentlichte 
Teil soll die von G. H. Szabiınin und B N 
Jurief vervollständigte Wirbeltheorie der 
Schraube: von N. E Joukowskv zum ersten 
Male in extenso bringen Ilandliche Nomo 
eramme sollen die etwas unnahbaren Berech- 
nungen dem die Praxis ausübenden Ingenieur 


näherbringen ! 


I) Siehe Zeitschrift »Technik der Lufiflottee 
Moskau Bd. 1 Heft 2 von August 1927, S. 95 bis 
104. G.J. Kusmin, Nomogrramm zur Berechnung 
von Treibschrauben nach der Wirbeltheorie von 
N, E. Joukowskv. (Bericht der Abteilung für 
theoretische Strömungslehre des Z. A. H. I. Moskau.) 
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Nach einem kurzen Ueberblick der Luft 
schraubenbauarten (Holz und Metall) erfolst 
eine kurze Beschreibung des Werdeganges einer 
Holzluftschraube. Die Abwicklung der Schrau- 
benlinie und Geschwindigkeitsdrei- und -vier 
ecke erläutern die Grundbegriffe der Schrauben 
theorie: eingehend werden die zeichnerischen 
Darstellungsarlen (nach S. Drziewetzky 
u.a.) und das russische selbstschreibende Ge- 
rät von A. M. Tscheremuchin (Z.A.H.|l. 
Moskau) behandelt (zeichnet selbständig Flügel- 
schnilte). Es folgt eine kurze Darstellung deı 
alteren elementaren Schraubentheorien (deı 
vollen Wirkung der Schraube«),. von Schrau- 
ben mit gleichbleibender Steigung (von F 
Bricks). Es werden nun Standversuchsanord- 
nungen für Luftschrauben beschrieben H.A.W.- 
Bremsschraube, Pendelwagen der N.P.L. in 
Teddingston, von N. R. Lobanof und 
N. E. Joukowsky in der T.H. Moskau. 
Bendemann und N. D. Riabouschinsky 
in Koulschino und der Stanford University 
U.S.A.). Die Grundgleichungen 

Z=0o-.a:n?. D* u 

Ban HD 1. Qi 
Z Zug, L Leistung, o L.uftdichte. n Drehzahl, 
I) Durchmesser, « und » Konstanten) und das 
\ehniichkeilsgeselz für die Schraube am Stand 

n: Da konst. . . . . + +» + (8) 
werden miltels der Dimensionsthcorie elementar 
abgeleitet und Schraubengülegrade von Ch. 
Renard und Wellner gestreift. Bei nach- 
lolgender Besprechung von L.uftschraubenunter- 
suchungen in Fahrt wird der Wert einer flie- 
senden Versuchsanstalt (Großflugzeug mit Meß 
verälen \eßnaben mit Bendemann schen 
Steuerdosen) betont; Windkanalversuche wer- 
den, viel zu kurz, besprochen. Das Aehnlich- 
keitsgeselz der Schraube in Fahrt: 

v-(n: Di’! konst. .... . . (4) 
wird dimensionstheorelisch und geomelrisch 
abgeleitet und das Eiffelsche Schaubild er- 
lautert; ausführlich und mil Schulbeispielen das 
Rhit-Eiffelsche logarithmische Schaubild 
Polare) der Luftschraube und von Lulftschrau 
benserien behandelt. Kurz wird die Frage des 
Höhenmolors vestreifl die Dichte nach deı 
bekannten Everlingschen Formel berechnet; 
zur Berechnung des Verhaltens des AMolor- 
Schraubenaggregales werden die zeichnerisch- 
rechnerischen NHechnungsmelhoden von W 
\Margoulis, Duchesne und Rhil los 
Polare) angegeben. 

Die Theorie der idealen Hub- und Treib- 
schraube bringt außer Allbekannlem auch einen 
Vergleich mil amerikanischen Luftschrauben 
und eine auf der Theorie der idealen Luft 
schraube von W. P. Welschinkin aus- 
searbeiletle zeichnerisch-rechnerische Methode 
zur näherungsweisen Ermittlung des Wirkungs- 
schaubildes eines Molor-Luflschraubenaggrega- 
les auch im Höhenfluge Die gegenseitige Ein- 
wirkung von Schraube und Flugzeugrumpf und 
anderer Bauteile ist (noch immer) das Reichh 
des Versuches, empirischer (Faust-) Formeln und 
beiwerle-Ansälze zur strengen Lösung der Pro 
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eme sind nur in allerletzter Zeil gegeben): 
< sind meistens englische Krgebnisse dei 
x P.L. in Teddinglton Zum ersten Male 

eine für den Groß- und Riesenflugzeugbau 
ichtige zusammenfassende hapitelreihe ge 
eben über Tandemluftschrauben mit Ergeb 
ssen von I. IL. Sykorsky, Fage und 
Vatts: mehrflügelige (vierllügelige) Schrau- 


en und Schraubengelricbe (Unterselzungsge 


Ih Siehe diese Zeitschrift Bd. 7 (1927), S. 249 
His 276. J. Lennertz, Beitrag zur theoretischen 
3ehandlung des gegenseitigen Einflusses von Trag- 
aäche und Rumpf und Z. F.M. 1927, S. 11. 





triebe) mit empirischen französischen Formeln 
für Gewichte der Schrauben, Getriebe und 
Schraubennaben 

Das Jetzte Kapitel enthält Ivpische Rech 
nungsbeispiele fur IHub- und Triebschrauben 
auch mehrflügelige und Tandemschrauben mit 
Berücksichlizung des Höhenfluges. Eigenarliger 
weise werden an dieser Stelle Verstelluftschrau 
ben mil ein paar Zeilen ganz unzulänglich ab 
selan.  Schaubilder amerikanischer Versuche 
(Stanford Universilv und zahlreiche 
Zahlentafeln erleichtern den Gebrauch des 
Handbuches. 

Berlin. A. B. Scherschevskv. 87 
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Eine anschauliche Ableitung des Biot- 
Savartschen Gesetzes. In (der Umgebung 
‚n Leitern. welche von einem elektrischen 
Strom durehflossen sind, herrscht ein magne- 
iisches Feld. Zieht man eine geschlossene l.inie. 
welehe einen oder mehrere solcher L.eiter um- 
schlingst. so ist das Linienintegral der Neld- 
stärke 5 längs dieser geschlossenen l.inie (wo 
bei von 5 immer nur die in die Tangente an 
die Linie fallende Komponente zu nehmen ist) 
sleich der Summe der Stromstärken J, welche 
der geschlossenen L.inie umschlungen wer 


. 


2J=pHcoseds Lt We ae 


Dabei ist e der Winkel zwischen den Richtun 
sen von 9 und ds. 

\lan verwendet diesen Zusammenhang zur 
Deiinition und zur Messung der Stromslärke J. 

In der Hydrodynamik besteht ein ganz glei- 
her Zusammenhang für das Geschwindickeilts- 
ield in der Umgebung von Wirbeln Das 
I.imienintegral der Geschwindigkeit v längs einer 
„eschlossenen Linie ist gleich der Summe der 
Zırkulationen Z’ der von der Linie umschlun 
senen Wirbel 

Ze 9 PEOE VO BR , 3 

Dieser Zusammenhang dient zur Definition 
er Wirbelstärke, indem das L.inienintegral un 
einen Wirbel, das man eben Zirkulation nennt, 
en Maß für die Stärke des Wirbels ist. 

"ur einen geraden Leiter bzw. einen geraden 
\\ıirbel lassen sich die Feldstärken bzw. Ge- 
chwindigkeiten wegen der besonders einfachen 
‚rmmelrieverhältnisse auf Grund der angegebe- 
en Beziehungen leicht ermitteln. Für einen 
"’unkt P im Abstand a vom l.eiter bzw. Wir- 
el ist 


. J 
De ,„.......W 
2an 
IW, 
I 
u = u u u . E72 a 
an 


Ziehen wir nämlich durch den Punkt ? einen 
"es um den Leiter (Wirbel) als Achse 
\bb. 1). so ist der Umfang desselben 2an 


Die Feldstärke (Geschwindigkeit) ist aus Sym 
melrieeründen längs des ganzen Kreisumfanges 
konstant und ihre Richtung ist stels tangential 
an den Kreis Infolgedessen sind die Linien 
integrale N Dan bzw v:-2ar: und dies: 
müssen ja gleich J bzw. 7’ sein. 


ee ——— (7 





[RAss5527 1) J 


Abb. 1. 


Zur Berechnung des elektromagnetischen Feldes 
eines beliebig geformten dünnen strom 
durchflossenen Leiters dient das Biot-Sa 
vartsche Gesetz. Es besagt, daß zu jedem 
Stückchen Leiter von der Länge ds in einem 
Punkte P (Abb. 2) ein Anteil der Feldstärke 


. J z 
ds: ; U: 7 2 5 BP |) 
» 7” 





Ab. 2. 


sehört, der senkrecht zu der durch r und ds 
bestimmten IEbene steht l Abstand des 
Punktes P_ von ds, @ Winkel zwischen 7 
und ds, J Stromstärke im Leiter) 


10 


150 
Durch Uebertragung auf hydrodynamische 
Verhältnisse erhält man mit demselben Gesetz 


die Geschwindicskeiten in der Umgebung eines 
beliebig geformten Wirbelfadens. Der Beitrag 
x eines Wirbelstückchens der Länge ds 
und der Zirkulation 7" zur Geschwindiskeit im 
Punkte P ist 


von 


AR 
Mn 
I mr“ 


dv = 


des eanzen FL.eiters bzw. Wirbels 

durch Integration über die Länge s 

Für ein gerades L.eiterstück von A 

Abb. 3) ergibt sich darnach 
leldstärke im Punkte P 

R 
J [sing 
43 m 


Pu 


eld 


sich 


Das 
ergibt 
dlesselben 
bis B zB 
Beitrag zur 


ein 


ls. 


er, 
, 
A 
N) 
l 


7 


—- 


 . ; 
— ı 
_ ed 
a Di 
= r 


v4 








Pe di 
ei 
gt / 
ut A, 2 
8 
Abb. 3. 


sin 
7 


Unter Berücksichtieung. daß 


I S d 2 
r 


Abstand 


a 
und r ist A 


sin y 
Punktes ’ von 


lotrechter des 


der L.eitlerachse), ergibt sich 


tr 
”” 
“ 


: J E: 
N) —— 
t 7T, a 


2 
l.ıeot der 
endlichen. so 


7 dg = 0892 (7) 


(COS« en 
tma 4 


\nfang A des L.eiterstückes im Un- 
wird 

J 
(8). 


Js) En (1 cos g3 

Dieses Biolt-Savarl’sche Geselz wird meist 
mit Hilfe von Sälzen der Vektorrechnung oder 
der Potentialtheorie abgeleitet. Für den weni- 
ser mathemalisch geschulten Praktiker ist aber 
vielleicht eine mehr der Anschauung zugäng- 
liche Ableitung erwünscht. Ich gebe in meinen 
Vorlesungen gewöhnlich eine solehe und da sie. 
mir scheint, nicht allgemein bekannt ist!). 
so möchte ich sie kurz mitteilen. Ich be 
schränke mich der Einfachheit halber auf die 
elektromagnetische Auffassung; die hydrodyna- 
mische ergibt sich daraus ohne weiteres, inden 
man die Ausdrücke Leiter, Stromstärke J und 
leldstärke 9 durch die entsprechenden: Wir- 
bel, Zirkulation Z’ und Geschwindigkeit » er- 
setzt. 

Denken wir 


Wie 


l.eiler in 
Abb. 4). so 


/ 


Vorstellung 
Strom 


uns einen geraden 
irgend einem Punkte P endigend 
ergibt sich für die physikalische 
die Schwieriskeil, daß wir dann keinen 


I) Wie mir Herr Prandtl mitteilt, bringt er in 
seinen Vorlesungen eine ähnliche Darstellung. 


IS) 
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mehr hindurchschieken können. Das Bio! 
Savartsche Gesetz enthält aber diese begvrifl 
liche Schwierigkeit, daß einem L.eiterslück (d 
auch einem endlichen Stück AP) ein bi 
stimmter Einfluß zuseschrieben wird, währen 
doch in Wirklichkeit der Leiter stels enlw: 
der in sich geschlossen sein oder sich ins Uı 
endliche erstrecken muß, da ja der Strom niı 
sends enden kann. Es wird daher mindesten 
auch zum anschaulichen Verständnis des (G« 
selzes beitragen, wenn man sich klar mach! 
was man sich unter einem solchen endlie) 
begrenzten lL.eiterslück wie es im Biotl-Sa 
vart’schen Gesetz formal eingeführt ist, physi 
kalisch verstellen soll. 

Wenn unser Leiterstlück (Abb. 4) im Punkle / 


oder 





endigt, so muß man dafür sorgen, daß deı 
Strom von diesem Punkte an in irgendeine: 
/ 
F 
J Rasse D 


Abb. 4. 


anderen Weise weilergeflührt wird. Im allge 
meinen wird dies durch Anfügen eines anderen 
l.eiterstückes geschehen (Abb. 4 gestrichelt 
Man kann sich nun fragen, ob man diese Wei 
terführung des Stromes so anordnen kann, dal 
beim Zusammensetzen von zwei Leiterstücken 
in beliebiger Lage zueinander die Ströme in 
den beiderseitigen Weilterführungen sich _ stets 
serade aufheben. Das ist nun tatsächlich mög 
lich, wenn wir den Strom von der Endstell 
des Leiters so weiterführen, daß er sich von 
dieser Stelle aus radial nach allen Richtungen 
hin gleichmäßig ausbreitet. Fügen wir zu 
einem Leiter L, (Abb. 5), bei dem der Strom /J 











Ahb. 5. 


nach der Endstelle hin strömt und von da sie! 
in der angegebenen Weise ausbreilel, einen Le! 
ter L,s hinzu, bei dem der Strom J von alleı 
Seiten zunächst auf die Endstelle zufließt un: 
von da im Leiter Z, weitergeht, und lassen di 














BW 
IM 








ınd 8, Heft 2 


\pril 1928 Kleine Mitteilungen 151 


»iden  Endstellen zusammenfallen, so  ver- 
-hwinden die im Raum verteilten Ströme und 


»s bleibt nur der Strom im Leiter übrig 


\bb.6). Wir haben daher in einem Leiler- 





RA8597 6] 





A bb, 6. 


stück, bei dem der Strom von den Endpunkten 
radial gleichmäßig nach allen Richtungen hin 
weitergeführt (bzw. zugeführt) wird, eine phy- 
ikalische Anordnung vor uns, die dem strom- 
lurchflossenen Leiterstück im Sinne des Biotl- 
Savarlschen Gesetzes entspricht. Durch Zu- 
sımmensetzung solcher Stücke erhalten wir 
l.eiter, deren Feld sich durch Ueberlagerung 


der Felder der einzelnen Stücke ergibt. 


Es bleibt uns jetzt nur noch übrig. das Feld 
eines solchen Leiterstückes (AD, Abb. 7, bzw. 
eines Leiterelementes ds, wenn A und D zu- 


if 








[RAs537] B 
Abb. 7. 


mmenrücken) zu berechnen. Wir betrachten 
ızu zunächst wieder den Fall des einseitig 
nendlich langen Leiters, der im Punkte D 
diet. und sehen zu, ob wir auf Grund der 
eschilderten physikalischen Vorstellung die 
eldstärke in einem Punkte P berechnen kön- 
en. Infolge der einfachen Symmelrieverhält 
sse Ist das in ganz ähnlich leichter Weise 
oulich,. wie beim unendlich langen zeraden 
leiter (Abb. 1). P habe von der Endstelle 
es Leiters die Entfernung r. Mit der Lei- 
erachse bilde z den Winkel 9, so daß 
er Jotreehle Abstand des Punktes P von der 
eilerachse a sin, ist (Abb. 8 legen 
iv durch P einen die Lejlerachse zentrisch um 
hlingenden Kreis mit dem Radius « (Abb. 8 
o trelen dureh diesen Kreis von den eleich 
(biz über den Raum verteilten Weiterführun 

en Ströme ım Gesamlbetrage von 

1— cos ya 
J’=J EEE 
2 

Is verhält sich J’:J wie die Oberfläche des 
ugelabschniltes mil dem Zentriwinkel 9, näm 
ch 2r27(1- c0s9,) zur gesamten Kugelober 
ache nämlich 4 r!r). Da aus Symmetriegrün- 
en die Feldstärke 9 längs des ganzen Kreis 
tanges konstant ist und tangential zum 


Kreisumlang steht. so ist das Linienintegral der 
l’eldstärke über dem Kreisumfang =2an-%9,. 
Dieses muß aber gleich der umschlungenen 
Stromstärke J sein, Daher wird 


= zii —c08%)).... (10), 
Diesen Wert erhält man auch, wie eingangs 
sezeist,. Gl. (8), wenn man auf Grund des 
Biot-Savaurltschen Gesetzes die LTeldstärke 
eines einseilig begrenzten Leiters formal aus 
rechnel, Man hat also in dem obigen Stronm- 
verlauf ein physikalisches Bild, das diesem 
Yormalen HBechnungsergebnis entspricht. 
In entsprechender Weise erhält man das Feld 
eines L.eiterstückes mil zwei freien Enden 


ie, 
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Alıb. 8. 
Abb. 7). indem man die von beiden Enden 
ausgehenden  Hilfsströme berücksichtigt. Da- 


durch, daß man die beiden Enden A und DB 
zusammenrücken laßt, bekommt man schließ- 
lich den Einfluß eines unendlich kurzen Leiter- 
elementes ds, wie es im Diot-Savartschen 
Geselz auftritt Kinfacher kommt man aber 
dazu. wenn man in dem Ergebnis für den ein 
seitige unendlichen Leiter. Gl. (10), den Einfluß 
einer Verlängerung des Leiters um ein Stück- 
chen ds untersucht, d. h. Gl. (10) einfach nach 
der Leiterlänge s differenziert. 

Kine Durchführung dieser Rechnung dürfte 
sieh aber erübrigen, da sie ja nur die Um 
kehrung der Integration ist, welche auf Gl. (8) 
führte 


\us dem  Kailser-Wilhelm-Institut 
für Strömunesforschung. A. Betz hu 


m 


I) ist ga >n/2 (also e98 gy negativ) so wird 
umschlungen I. der Leiter mit der Stromstärke J 
und 2, Im entgegengesetzten Sinne durchtretend 


- 1 +-cosy 
Ströme von der Stärke J =J - ‚also ins 
’ 2 1 vr cos y 
vesamt J = J —.J J - wie oben. 


10 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Die hier angezeizten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Inzenieurhaus, zu beziehen 


Dr. J. HORN, o. Professor an der Techni- 
schen IHlochschule Darmstadt. Gewöhnliche 
Differentialgeleichungen. Zweite. völlig 
umgearbeitete Auflage. Mit I Figuren. Goschens 
l.ehrbücherei. I. Gruppe: Heine Mathematik. 
Bd. 10. Verlag Walter de Gruyter & Co.. Berlin 
und Leipzig 1927 VII 197S. Preis IM, 
veb. 10.50 M 

In Vorwort äußert sich der Verfasser über 
den Plan des Buches wie folat \leine Aufgabe 
war, aus dem seit längerer Zeit vergriffenen 
Band der Sammlung Schuber! Gewöhnliche 
Differentialgleichungen beliebiger Ordnung« ein 
elementares Buch von veringerem Umfang zu 
machen, das sich in Göschens L.eehrbücherei 
einfügt. Bei dieser Umarbeitung sind manche 
\bschnitte des früheren Werkes Tortgefallen 
z.B. die Transformation linearer Substitutio- 
nen in nn Veränderlichen,. die asymptotische 
Darstellung der Integrale linearer Differential- 
sleichungen, die unendlichen  Determinanten 
und ihre Anwendung auf lineare Differential- 
sleichungen, die Einführung in Painleves 
Untersuchungen über  Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mil eindeuligem allgemeinem 
Integral während dafür manches Elementare 
und «dem reellen Gebiet Angehörige aulgenom- 
men worden ist. Bei der Auswahl des Stoffes 
habe ich  tGevenslände. welche Anwendungen 
zulassen. bevorzugt“, Zur näheren Kennzeich- 
nung des Inhalts seien noch die Kapitelüber- 
schriften angeführt. 1. Kap.: Elementare Inte 
srationsmelhoden 2. Kap.:  Existenzbeweise 
\lethode der schritiweisen Annäherung, 3. Kap 
Numerische und graphische Näherungsmetho 
den. 4. Kap.: Lineare Differentialgleichungen : 
elementare Integralionsmelhoden. 9.Kap.: Li 
neare Differentialgleichungen: weitere Unter 
suchungen im reellen Gebiet. 6. Kap.: Existenz 
beweise im komplexen Gebiet. 7. Kap.: Lineare 
Differentialgleichungen im komplexen Gebiet. 
Ss. Kap.: Abhängigkeit der Lösungen von Para 
meltern und Anfangswerlten. 9. Kap.: Singuları 
täten nichtlinearer Differentialgleichungen. Wiır 
fügen noch erläulernde Bemerkungen 
hinzu. Kap. > bringt die Sturmschen Sätze. 
ferner Erörterungen über lineare Differential 
steichungen mit periodischen Koeffizienten nebst 
Beispiel Dasesen ist die Theorie der Rand- 
wertaufgaben für den vom Verfasser angekün- 
disten Band über partielle Differentialgleichun- 
sen vorbehalten Die letzten Paragraphen des 
S. Kap \lethoden zur 
\ufsuchung periodischer Lösungen. Das 9. Kap 
bringt vor allem einiges über zestaltliche Eigen- 
schaften reeller Intezsralkurven und im Schluß 
paragraphen in gedrängter Kürze einiges über 
die Darstellung von L.ösungen durch divergente 
Reihen. 

Der Text des Buches is! sezenüber der ersten 
\uflage völlie geändert. aber Horns Schreih 
weise ist dieselbe weblieben. Sie ist überaus 


einiue 


hrinsveen Poineareces 


klar und deutlich. stellenweise ist sie wohl 
elwas knapp, aber gerade dadurch wirkt si 
anregend für den Leser, sie ist jedoch nirgen«d 
so knapp. daß sie dem Verständnis ein ernst 
Hindernis bietet 

Prag "unk. 867 


Dipl.-Ing. H. WINKEL f7, Studienrat an der 
Beuthschule. Nach dem Tode des Verfasser 
bearbeitet und ergänzt von Dr.-Ing. K. LACH- 
MANN. Festigkeitslehre für Ingenieure, 
\it 3635 Textabbildungen. Julius Springer, Berliı 
1927. VIT—- 4948. Preis geb. 26M. 

Auch wenn sich im Vorwort kein Vermerk 
über den zuerst genannten Verfasser fände (er 
trug über Festiekeitslehre an der Beuthschule 
in Berlin vor). sa würde man es leicht an der 
sanzen Art des Buches merken, daß es von 
einem überaus arbeiltsfreudisen Lehrer x 
schrieben ist, von einem Lehrer, der sich mil 
sanz ausnehmend zroßer Sorgfalt bemüht hat 
an vielen Beispielen zu zeigen, was sich alles 
aus der Theorie herausrechnen läßt. und dabei 
die Beispiele so ausgewählt hat, daß sie un 
mittelbar von praktischer Bedeutung sind. Diese 
sroße Menge vollkommen durchgerechneter Bei 
spiele und die in übersichtlicher Weise zusam 
mengelaßlen Tabellen für die Resullate werden 
zweifellos noch vielfach zulte Dienste leisten 
und das Buch wird sicher deshalb auch gern 
von Ingenieuren benulzi werden. 

Der Inhalt des Buches ist im Vorwort in der 
folgenden Weise vekennzeichnel: Das Buch 
umfaßt das Gesamtgebiet der Fesliskeilslehre 
Dementsprechend werden zunächst die verschie 
denen Arten der Festigkeit (Zug, Druck, Bi 
sung, Drehung, Schub. Kniekung) und die zu 
sammengeselzle Fesliskeit behandelt. Es Tolg! 
eine ausführliche Berechnung der statisch un 
bestimmten Systeme und der schwach und stark 
voekrümmilen Stäbe: insbesondere werden Te 
dern, Hohlkörper nnd Gefäße, Platten und um 
laufende Räder und Scheiben untersucht. Der 
leizte Abschnitt des Buches bringt die Wärme 
spannungen,« Einigermaßen auffallend ist, da! 
in dem Buch gar nichts über die Berechnung 
kritischer Drehzahlen vesagt wird. Dies soll 
aber kein Vorwurf sein, wohl aber findet sich 
in der Art und Weise, wie der Stoff vorgebrach! 
wird, vieles, was zu beanständen ist. Vielfach 
beruhen die Mängel auf einer Verwechslun: 
oder unklaren Vermengung von dem, was di: 
Natur des Gegenstandes an und für sich ver- 
lanet, und dem. was sich durch Gewohnhei! 
und Sitte in der Behandlungsweise eingebürger! 
hat. Solche Mängel finden sich schon in der 
Finleitung, und zwar beim zweiten Satz und 
auch bei der bald darauffolsenden und dami! 
im Zusammenhang stehenden Berufung auf das 
d’Alembertsche Prinzip. (Der Verfasser 
sollte sich eizentlich hier überhaupt nicht au! 
das d’Alembertsche Prinzip berufen, son 
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lern auf die Newtonschen Grundgesetze!)). 
Fin besonders krasses Beispiel eines Fehlers 
von der gekennzeichneten Art findet sich auf 
x, 207 im ersten Abschnitt, wo mit der Iler- 
\eilung der aus der Statik folgenden Dilferen- 
'jalgleichungen zwischen den Spannungskompo- 
nenlen begonnen wird. Dort heißt es: »Als 
ınendlich klein müssen wir das Körperteilchen 
‚uffassen, damit wir es als slarr ansehen 
Jürfen und somit in die Lage kommen, die 
Sälze der Mechanik über das Gleichgewicht 
slarrer Körper anwenden zu können.« Daß 
man die Betrachtung am unendlich kleinen 
Volumenelement durchführt, läßt sich nur da- 
nit rechtfertigen, daß man den Leser mit ma- 
Ihematischen  Weitschweifiekeiten  verschonen 
will. und hat mit dem Wesen der Sache gar 
nichts zu lun. 

Hauptsächlich sind jene Aufgaben der Festig- 
keitslehre behandelt, die sich mit gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erledigen lassen. Die 
allsemeinen Grundgleichungen der mathemati- 
schen Elastizitätstheorie werden wohl auch be- 
sprochen, aber in der fünften Unterabteilung 
cines Kapilels, das überschrieben ist: »Form- 
änderung und Biegung«. Das hängt damit zu- 
sammen, daß im sechsten Kapitel die Drehungs- 
festigkeit besprochen wird. Der erste Teil dieses 
Kapitels behandelt Körper mit kreisförmigem 
(uerschnitt und läßt die bereits genannten Vor- 
züge des Buches deutlich hervortreten; der 
zweite Teil ist der Darlegung der de Saint 
Venantschen Theorie gewidmet. Hier besteht 
nun für den Verfasser die Schwierigkeit, daß 
er beim Leser auch nicht die geringsten Vor- 
kenntnisse aus der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen vorausselzen will. Kenn- 
zeichnend für die ganze Art der Darstellung 
in diesem Kapitel ist es, wie auf S. 43 die 
Spannungsfunktion ohne jede Molivierung ein- 
seführt wird. obwohl die Gleichung, die diesen 
Schritt ermöglicht und veranlaßt, im Text sieben 
Seiten früher sosar zweimal vorkommt. Für 
den unkundigen Leser ist hier die Darstellung 
seradezu irreführend. Noch ärger ist es. wenn 
einige Zeilen später. wenigstens dem Wortlaut 
nach, GC. Weber (Foorschungsarbeilten 1920) als 
derjenige hingestellt wird. der die allgemeine 
Lösung der Differentialgleichung 

Ar — const 
seseben hat. Mag der Leser mathematische 
Vorkenntnisse besitzen oder nicht, mit einem 
derartigen Referat ist ihm unter keinen Um- 
standen gedient. Da wäre es vielleicht schon 
besser gewesen, wenn der Verfasser etwa nur 
eine übersichtliche Zusammenstellung der bis- 
her erzielten Resultate geseben hälte und be- 
‚üslich der Ableitung der Ergebnisse auf andere 
l.ehrbücher bzw. zusammenfassende Darstellun- 
sen verwiesen hätte. - Aber auch in den Ab- 
schnitten über recht elementare Dinge finden 
sich einzelne. oft ganz unpassende Ausdrucks- 
weisen, die sicher auch das Verständnis er- 
schweren, namentlich bei einem Leser. der 
keine Vorkenntnisse aus der Festigkeitslehre 


') Vergl. etwa Hamel: Elementare Mechanik. 
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hat. Zum Schluß sei noch folgendes bemerkt 
In einem Buch, das sich unmittelbar an die 
Prakliker wendel, solllen die Ilinweise auf Ex- 
perimental-Untersuchungen, sei es auf vorhan- 
dene oder auch auf noch erforderliche. häufi 
ser sein, namentlich bei Besprechungen von 
Theorien, wo es mit dem experimentellen Nach 
weis der grundlegenden Vorausselzungen schlech! 
bestellt ist. Eine gründliche Durchsicht des 
sanzen Buches bei einer allfälligen Neuauflage 
wäre dringend zu empfehlen. 

Prag. Funk. 867 


Dr.-Ing. KURT BEYER, or«d. Professor an 
der Technischen Hochschule Dresden. Die 
Statik im Eisenbetonbau. \Mit über 
1400 Abb. im Text und zahlreichen Tabellen. 
Deutscher Belon-Verein E.V. Eisenbetonbau, 
Entwurf und Berechnung, Bd. II. Verlag von 
Konrad Wittwer, Stuttgart 1927. VIIT-- 6098. 
Preis 36 M. 

Das vorliegende Buch ist der zweite Band 
eines vom Deutschen Belon-Verein herausgege- 


benen Handbuches über Eisenbetonbau ls 
soll, wie es im Vorwort zum Gesamtwerk 
heißt, »die Entwurfs- und Berechnungsaı beit 
vereinfachen und vereinheitlichen. Den Bau- 


polizeibehörden gegenüber soll es eine allge 
mein gültige Quelle für den Entwurf und die 
Berechnung von Eisenbelonbaulen werden, auf 
die sich die Entwurfsbearbeiter berufen kön 
NEN.« 

Dieser Absicht kommt der zweite Band der- 
art entgegen, daß eine Zusammenstellung der 
\ethoden der Baustatik geboten wird. Man 
findet die übliche Berechnung von stalisch be- 
stimmten Tragwerken, Bieselinien und statisch 
unbestimmten Systemen, die Auflösung von 
Klastizitätsseleichungen. einiges über Schalen 
und Platten. Der Aufbau des Buches ist syste 
malisch und übersichtlich, wenn auch der Text 
manchmal elwas zu knapp formuliert scheint 
Bei der Berechnung eines Gewölbes als drei 
fach stereostalisch unbestimmien Boxen ist lei 
der ein Fehler unterlaufen. Es ist gebräuch 
lich. im Zähler der Gleichung für den über- 
zähliven llorizonlalschub das von den Normal 
kräften herrührende Glied als klein zu ver- 
nachlässigen. Der Verfasser kommt infolge 
unrichliser Einsetzung der Normalkraft zum 
Ergebnis (vol. S. 260 bis 305). daß dadurch ein 
wesentlicher Fehler entsteht, im Beispiel der 
Brücke auf S. 2809 im Horizonlalschub von elwa 
3vH. in den Biesungsmomenten vom ligenge 
wicht von fast 100 vIT! 

Im Großen und Ganzen enthält aber das 
such soviel. daß es wohl imstinde sein kann, 
dem rechnenden Ingenieur zute Dienste zu 
leisten. 

;reslau. J. Ratzersdorfer. 87 


Ch. DOYERE, Inzönieur Gönsral du Gönie 


Maritime, Direcleur du Service Technique des 


Constructions Navales /ur Frage des 
Schiffswiderstandes. In das Deulsche 
übertrascen von Walther \Meienreis \fit 


10 Schaubildern im Text und auf einer Tafel 








154 Buchbesprechungen 


Verlag von Julius Springer, Berlin 1927. 345 
Preis 7,50M. 


Die kleine Schrift enthält die Wiedergabe 
von zahlreichen Versuchsergebnissen, die ın 
rankreich mit Kriegsschilfmodellen erzielt 
wurden Die theorelischen Ansätze des Ver- 
fassers erscheinen, wie der Uebersetzer selbst 
hervorhebt. durch neuere Forschungen über 
holt, Die Versuchsdaten behalten naturgemäß 
ihren Wert. Mises. 885 


Rt. COURANT, 0 Professor an der Univer- 
silät Göltingen. Vorlesungen über Diffe- 
rential- und Integralrechnung. Erster 
Band: Funktionen einer Veränderlichen. Mit 
127 Textfiguren. Verlag Julius Springer, Berlin 
1927. XIV -- 410 S. Preis geb. 18,60 M. 


Unter der großen Zahl von immer wieder 
neu auftretenden L.ehrbüchern der Differential- 
und Integralrechnung bildet das Gouranlsche 
eine überaus erfreuliche und sehr begrüßens- 
werte Erscheinung. Die bisherigen Bücher lie- 
ben sich in zwei Gruppen einteilen. Die einen 
wollten den Bedürfnissen der Anwendungen da- 
durch dienen, daß sie jede »mathematische 
Strengex außer acht ließen und auf Grund so- 
venannter »anschaulicher Vorstellungen« mehr 
oder weniger falsche Sätze lehrten. Die ande- 
ren zogen aus der neueren Entwicklung der 
\lathematik die Konsequenz, daß man keinen 
Satz ohne die äußerste Verklausulierung aus- 
sprechen könne, so daß schließlich ein Lehr- 
stoff übris blieb, mit dem nichts anzufangen 
war. Es ist besonders bemerkenswert, daß 
auch die neueren aus Vorlesungen an Tech- 
nischen Hochschulen hervorygegangenen L.ehr- 
bücher in der Regel diesen letzteren Charakter 
aufweisen. Ein Zeichen dafür. wie stark der 
Kinfluß der wanz -ins Abstrakte zverichteten 
malhemalischen Entwicklung der letzten Jahr- 
zehnte war 

In Courant finden wir einen Verlasser, der 
so weit über der Sache steht. daß er es waaul, 
l.ehrsätze auszusprechen, die nicht auf den 
l.eser den HKindruck machen, dab man bei 
jeder Anwendung den vrößten Gefahren aus 
(esenüuber der in der heutigen 
l.iteralur üblichen  Schreib- 
weise, die den wesentlichen Inhalt überall 
hinter einen Wust von Nebensächlichkeilen 
versteckt. atmel das Couranltsche Buch vollig 
anderen Geist. Man wird schwerlich auch vom 


veselzl St 


malhemalischen 


strengsten malhemalischen Standpunkte aus ın 
dem Buche elwas l’alsches“ linden (leich- 
wohl ähnelt die Darstellung weil mehr der 
senannlen ersten Gruppe 


jeniven der Irüher 
von Lehrbüchern, deren Ziel es ist, dem Ler 
nenden ein llandwerkszeug zu vermitteln, mııl 
dem er sicher und leicht arbeiten kann 

Die Mittel. mit denen der Verf. seine Ab 
sicht verwirklicht, liegen zunächst in einer voll- 
ständig gleichzeilisen HKinlührung des Diffe- 
rential- und des Intevralbegriffs. Von Anfang 
an wird konsequent mil geometrischer Deu- 
tung aller Formulierungen vvearbeilel. Daruber 
hinaus ist das Dueh durchsetzt mil such 





Ztschr. f. angew. 
Math. und Mech. 


gemäßen Hinweisen auf mechanische und pbhy- 
sikalische Begriffsbildungen, die nicht als 
äußerliche Anwendungsbeispiele« auftrelen, 
sondern in organischer Weise dazu dienen, die 
malhematlischen Begriffe zu klären. Man hat 
überall das Gelühl, daß das rein Mathematische 
nicht Selbstzweck der Darstellung ist. Der In- 
halt des vorliegenden ersten Bandes geht über- 
dies weit über das hinaus, was sonst in der- 
arliven Büchern geboten wird. Er enthält z.B 
ein ausführliches Kapitel über Fouriersche 
Reihen und Ansätze für die Integration der ein- 
fachsten Differentialgleichungen. .Der Exkurs 
über numerische Methoden im 7. Kapitel würde 
wohl noch einige Erweiterung verlragen. 

Es ist sehr zu hoffen, daß der zweite Band, 
der das Werk abschließen soll, bald erscheint 
und die Erwarlungen, die der erste weckt, er- 
füllen wird. Wir werden dann ein wirklich 
modernes Lehrbuch der höheren Malhematik 
besitzen, das man jedem angehenden Physiker 
und Ingenieur als den unter allen bisherigen 
weilaus brauchbarsten Leitfaden für sein Stu- 
dium wird empfehlen können. Mises. 885 


E. PASCAL, o. Professor an der Kgl. Uni- 
versilät zu Neapel. Repertorium der hö- 
heren Mathematik. Zweile, völlig umge- 
arbeitete Auflage der deulschen Ausgabe, unter 
Mitwirkung zahlreicher Mathematiker heraus- 
veveben von E. Salkowski in Hannover und 
HH. E. Timerding in Braunschweig. Erster 
Band: Analysis, zweiter Teilband. Verlag von 
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1927. XII 
—- 1023 S. Preis geb. 18 M. 

Das bekannte Pascalsche Reperlorium, das 
in seiner ersten Auflage in je einem Bande 
Analysis und Geometrie behandelte, erscheint, 
von Salkowski und Timerding herausge- 
seben, in stark erweiterter Form in neuer Auf- 
lage. Es mas dahingestellt sein. ob durch die 
Vergrößerung des Umfangs auf etwa das Drei- 
lache nicht der eigentliche Sinn und Zweck 
des ursprünglichen Werkes verloren gegangen 
ist. In dem vorliegenden zweiten Teilband der 
auf drei Teilbände berechneten Analysis 
seben eine Reihe von anerkannten Vorschern 
kurze Abrisse der verschiedenen malthenmmati 
schen Gebiete in Form von Zusammenstellung 
der Hesullate ohne Beweise  Ilervorzuheben 
sim besonders «die Kapitel über Funktionen 
Iheorie von Doelsch und elliptische Funktio 
nen und Integrale von Jahnke. Die Benut- 
zung des Buches stellt zweifellos gewisse An- 
lorderungen an die malhemaltischen Kenntnisse 
und Hlähizkeilen des Lesers. Für den nicht 
sanz Unbewäanderlten ist aber ein vortrefflliches 
Nichschlagewerk veschaffen Mises. 885 


Dr. H. BOEGEHOLD, Geuimetrische Op- 
tik. Mit 109 Abb. Samınl. Borntraeger, Band 11 
Gebr. Bornlraeger, Berlin 1927. 5758. Preis 
13.50 .M. 

Das Buch stellt sich die Aufgabe, die Ergeb 
nisse der geomelrischen Optik für die praktische 
Behandlung der einfachen Instrumente nutzbar 
zu machen. Es wird demgemäß größerer Werl 
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uf zahlenmäßige Angaben und Einzelberech- 
sungen gelegt, als aul übersichtliche Darstel- 
ıng der Theorie. Erst im letzten Kapitel wird 
eine Zusammenfassung der Lehre von den Bild- 
ehlern segeben. Das Buch kann demjenigen, 
er in erster Linie praktische Ziele im Auge 
at und vor dem Wirrwarr der großen 
optischen Handbücher zurückschreckt, als ein 
‚ützlicher Behelf für die erste Einführung 
empfohlen werden. Mises. 885 


FRIEDRICH KOHLRAUSCH, Lehrbuch 
ler praktischen Physik. Hünfzehnte, 
stark vermehrte Auflage, neu bearbeitet von 
W. Bothe, E. Brodhun, E. Giebe, E. 
Grüneisen, L. Holborn, K. Scheel und 
0). Sehönrock. Mit 395 Figuren im Text. 
Verlag von B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 
1927. XXX -- 832S. Preis geh. 23M, geb. 26 M. 


Die neue Auflage des seit langen Jahren 
bestens bekannten Lehrbuches ist von Grün- 
eisen und Scheel herausgegeben, nachdem 
ler dritte lHerausgeber der früheren Auflagen. 
lerr Holborn, kurz vor der Fertigstellung 
vestorben ist. Die Anlage des Werkes ist natur- 
emäß unverändert geblieben, doch sind den 
neueren Fortschritten entsprechend verschie- 
dene Teile, namentlich der der Optik, erweitert 
worden. Die Auswahl des Stolfes nimmt ın 
erster l.inie auf die Bedürfnisse des Physikers 
Rücksicht. Der Ingenieur wird in. vielfacher 
Ilinsicht die Ergänzung durch andere Werke 
in Anspruch nehmen müssen, aber gleichwohl 
auch in dem vorliegenden vieles Unentbehrliche 
finden Mises. 885 


Briefwechsel zwischen Carl Friedrich 
Gauss und Christian Ludwig Gerling. Her- 
ausgegeben im Auftrage der Gesellschaft zur 
Beförderung der gesamten Naturwissenschaften 
zu Marburg von Dr. CLEMENS SCHAEFER, 
0. 0. Professor der Physik an der Universität 
Breslau. Mit einem Bildnisse Gerlings und 
einem Faksimilebrief von Professor Schwei- 
kart an Gauß. Verlag Otto Elsner. Berlin 
1927. XX-- 8208. Preis geb. 40 M. brosch. 
35 M. | 

Der aus Anlaß des Gauß-Jubiläums er- 
schienene stattliche Band enthält für den Lieb- 
haber geschichtlicher und biographischer For- 
schung außerordentlich viel interessantes Ma- 
lerial, Ueber die berühmte Gaußsche Erfin- 
dung der Konstruktion des 17-Ecks, über die 
noch wenig bekannten ursprünglichen Ideen 
von Gauß zur nichteuklidischen Geometrie und 
über vieles andere erfährt man hier Neues. 
besonderen Eindruck empfängt der Leser, wenn 
er den großen Umfang von Gaußens Interesse 
ın rein praktischen Fragen der Landesver- 
nmessung kennen lernt: Mindestens die Hälfte 
(les ganzen Briefwechsels ist derartigen Fragen 
gewidmet. Auch mancher Einblick in rein 
menschliche Verhältnisse, die für die damalige 
Zeil, für das Leben des deutschen Gelehrten 
ım Anfang des 19. Jahrhunderts charakteristisch 
ind, wird dem Leser geboten. Der Heraus- 
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geber hat durch Beilügung einer Zeittafel und 
eines ausführlichen teeistlers die Benutzung 
des Werkes sehr erleichtert. Mises. 858 


HEINRICH MACK, Carl Friedrieh Gauss 
und die Seinen. Festschrift zu seinem 150 
Geburlslaue \it 12 Tafeln Werkstücke aus 
Museum, Archiv und Bibliolhek der Stadt Braun- 
schweig, 11. Verlag E. Appelhans & Comp., 
Braunschweig 1927. X1-- 1308. Preis 5,50M. 

Unter den Schriften, die zum 150. Geburts- 
lage von Gauß erschienen sind, wird man 
auch die vorliegende, die uns einen Einblick in 
das Familienleben des großen Gelehrten er- 
öffnet, willkommen heißen. Von besonderem 
Interesse sind die Bildbeisaben und vor allem 
die ausführlichen Stammbaumlafeln der ver- 
schiedenen Linien der Gaußschen Vorfahren. 

Mises. 858 


Dr. phil. Dr.-Ing. AUG. FÖPPL, Prof. a. d. 
Techn. Hochschule in München, Gel. Ilofrat 
Vorlesungen über Technische Mecha- 
nik. Dritter Band: Hestigkeitslehre Zehnte 
\uflage. Bearbeitet von Dr.-Ing. Otto Föppl, 
Braunschweig. Mit 114 Abb. im Text. Verlag 
von B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1927 
IV-- 4518. Preis geb. 16,60 M. 

Für die neue Auflage hat der Herausgeber 
vor allem einige Abschnitte beigesteuert, die 
seinem eigenen Forschungsgebiel entstammen, 
so über den Dauerversuch, die Dämpfung bein 
Verformungsvorgang usw. An dem Wortlaut 
der meisten Teile ist nichts geändert. Das 
weilhin bekannte Buch, zu dessen Lob etwas 
zu sagen sich erübrigt, hat durch diese Zusätze 
sewiß nur gewonnen. Mises. 875 


N. PETROW, O0. REYNOLDS, A. SOMMER- 
FELD und A. G. M. MICHELL. Abhandlun- 
sen über die hydrodynamische Theo 
rie der Schmiermittelreibung. Heraus- 
gegeben von L. Hopf, Aachen. Mit 45 Text- 
fisuren. Ostwald’s Klassiker der exakten Wis 
senschaflen Nr. 218 Akademische Verlagsge 
sellschaft m. b. H., Leipzig 1927. 2278. Preis 
5.60 M. 

Ein sorgfältig hergestellter Neudruck der 
bekannten grundlegenden Arbeiten mit Anmer- 
kungen, die auf die neuere Literatur wenig ein- 
vehen. Hoffentlich wird diese Veröffentlichung 
einen berufenen Fachmann dazu anregen, eine 
zusammenfassende Darstellung der Theorie der 
Schmiermiltelreibung, unter Verwendung so- 
wohl der hier abgedruckten wie der späteren 
Arbeiten, zu geben. Mises. 875 


Dr. MARTIN LINDOW, Privatdozent an der 
Universilät Münster 1. W. Numerische In- 


finitesimalrechnung. Mit 17 Figuren. 
Verlas Ferd. Dümmler, Berlin und Bonn 1928 
VIII — 1768. Preis I5M. 


Das verdienstvolle Buch behandelt: Interpo 
lalion, numerische Differentialion und Integra- 
tion, und gibt eine Einführung in die nume 
rische Behandlung gewöhnlicher Differential 








156 Buchbesprechungen 


sleichungen unter besonderer Berücksichtigung 
des Dreikörperproblems. Sehr willkommen für 
den Mathematiker ist der gelegeiutliche Hinweis 
auf astronomische Schreib- und Denkweise. 
Vom »angewandt-malhemalischen« Standpunkt 
wenn man das Verlangen nach theorelisch ein- 
wandfreien, dabei aber den Bedürfnissen der 
Praxis angepaßlen Genauigkeilsschätzungen hier 
so bezeichnen darl ist freilich nicht viel 
Neues zu erwähnen \uch wird gelegentlich 
meinem Gelühle nach der einfache Grundge- 
danke eines Verfahrens durch allzuviele Spezial- 
[ülle eher verdunkelt als klargestellt (vgl. eliwa 
die ersten acht Nummern des Kapitels über 
numerische Integration oder den Beginn des 
\bschnittes über Differentialgleichungen). Trotz 
dieser Bemerkungen stellt das Buch in seiner 
schlichten und korrekten Darstellungsweise eines 
in der Literatur sonst recht verstreulten, hier 
einheitlich behandelten Stoffes, mil seinen vie- 
len verwendbaren Tabellen (z. B. für die wirk- 
liche Durchführung der Gaußschen, Stir- 
Besselschen Interpolalionsfor- 
meln usw,) eine begrüßenswerle Bereicherung 
der einschlägigen Literatur dar. 


Iıneschen. 


Dr. KUNO FLADT, Studienrat an der Frie- 
drich - Eugens - Realschule (Oberrealschule) in 
Stultgarl Gewöhnliche Differential- 
sleichungen. Mathem.-Physik. Bibliothek 76. 
\lit 8 Figuren im Text. Verlag von B.G. Teub- 
ner, Leipzig und Berlin 1927. 678. Preis 
1.20 M 

In dem Büchlein werden, vorwiegend im 
(reiste reiner Mathematik, in leicht faßlicher 
anregender Weise eimige ausgewählte Probleme 
sewöhnlicher Differentialgleichungen besprochen. 


Dr. HORST v. SANDEN, ord. Professor an 
der Technischen Hochschule Hannover. Ma- 
Ihematisches Praktikum. Teil I mit 
17 Figuren im Text sowie 20 Zahlentalfeln als 
\nhang,. Teubners Technische L.eilfäden. Bd. 27. 
B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 1927. IV 
1228 Preis geb. 6.80 M. 


Dieses Praktikum bildet im Wesentlichen 
eine Aufgabensammlung zu einigen Teilen der 
praktischen Analysis, wie »Auflösung von Glei- 
chungen Ausgleichsrechnung Integration, 
Differentialion, Interpolation Harmonische 
\nalvse«. Die mathemalischen Begriffe, die 
den Aufgaben zugrunde liegen, sind zu Beginn 
jedes Kapitels zusammengestellt, allerdings in 
einer wohl bewußt oft unzureichenden 
Weise (man vergleiche elwa das über die Auf- 
lösung von Gleichungen Gesagle. speziell über 
die schwierigen Fälle mehrerer Unbekannter. 
Is fehlt jede Andeulung, ob bezw. wann diese 
Verfahren konvergieren, obwohl es doch be- 
kannt ist, daß sie oft in ganz einfachen Fäl- 
len versagen Der Verlasser lest allerdings 
das Hauptgewicht nicht auf den erklärenden 
leil. sondern auf die Aufgaben, die tat- 
sächlich hübsch und lehrreich sind, wenn auch 
vielleicht etwas zu vielfältig, in dem Sinne, 
daß man oft Einzelkunstgriffe statt der leiten- 
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den Gedanken findet, aber das ist ja weit- 
vehend Geschmacksache. Jedenfalls wird der 
Studierende. der einzelne dieser bis ins Detail 
durchgerechnelen Aulgaben durcharbeitel, dar- 
aus viel lernen und auch der Dozent wird oft 
wertvolle Anregung gewinnen können. 


Berlin. H. Pollaczek-Geirinser. 874 

Weil. Prof. OSKAR LESSER, Lehr- und 
Uebungsbuch für den Unterrichtinder 
Arithmetik und Algebra. Für die mittleren 
Klassen höherer Lehranstalten. Zehnte Auf- 
lage. Den neuen preußischen Lehrplänen ent- 
sprechend umgearbeitet von Prof. Dr. KARL 
SCHWAB, Studienrat an der Klinger-Ober- 
realschule zu Frankfurt a M. Mit 38 Figuren 
im Text. Mathematisches Unterrichtswerk zum 
Gebrauche an höheren Lehranstalten 1. Band, 
G. Freytag A.-G., Leipzig 1927. VIII + 237 S. 
Preis 4,80 M. 


Prof. KARL SCHWAB, Studienrat i. R. in 
Frankfurt aM. Lehr- und Uebungsbuch 
für den Unterricht in der Geometrie. 
Für die mittleren Klassen höherer Lehranstal- 
ten. Zwölfte, den neuen preußischen Lehr- 
plänen entsprechend umgearbeitete Auflage. 
Mit 282 Figuren im Text. Mathematisches 
Unterrichtswerk, 2. Band. Freytag A.-G., Leip- 
zig 1927. 2888. Preis 4,80 M. 


Prof. KARL SCHWAB, Studienrat i. R. in 
Frankfurt a. M. Lehr- und Uebungsbuch 
für den Unterricht in Arithmetik, Ana- 
Iysisund Geometrie. Für die Obersekunda 
höherer Liehranstalten. Sechste, den neuen 
preußischen Lehrplänen entsprechend umge- 
arbeitete Auflage. Mit 149 Figuren im Text. 
Mathematisches Unterrichtswerk, 3. Band. 
Freytag A.-G., Leipzig 1928. VIIT—+ 284 S. 
Preis 5,60 M. 

Mathematisches 
Schwarz, 5 Teile. 

Mathematisches Unterrichtswerk Meyer- 
Braun, 4 Teile. 

Als Testobjekt für die Stellung der Ver- 
fassers eines malhemalischen Lehrbuches zur 
Angewandten Mathematik kann die Behandlung 
der darstellenden Geometrie dienen. Es seien 
daher die oben zgenannten Lehrbücher von 
diesem Gesichtspunkt aus beurteilt. 

In den Rechenbüchern der mathematischen 
Unterrichtiswerke von Mues-Schwarz und 
Mever-Braun werden die einfachsten Kör- 
per nur anhangweise als abstrakte Raumfor- 
men behandelt; angemessen wäre das Ileraus- 
lesen abstrakter Raumformen aus Formen der 


Unterrichtswerk Mues- 


Wirklichkeit. Auch auf der Mittelstufe wird 
auf die Darstellung räumlicher Gebilde wenig 
Wert gelegt. Aus zwei trivialen Dachgrund- 


rissen heraus wird z. B. kein noch so begabter 
Schüler der Aufforderung: »Konstruiere andere 
Dächer!« nachkommen können. 

Das mathematische Unterrichiswerk von 
Schwab-Lesser bringt eine weitaus bessere 
Finarbeitung der darstellenden Geometrie. Die 
Verfasser haben sich wie sie im Vorwort 
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erwähnen eng an den bekannten Leitfaden 
von Scheffers-Kramer gehalten. Die Aus- 
wahl der Aufgaben ist geschickt und ausreichend. 

Berlin. Hans Friesecke. 885 


Dr. LUDWIG BIEBERBACH, o. ö. Prof. an 
'er Friedrich-Wilhelms-Universität in Berlin. 
\ehrbuch der Funktionentheorie 
Bd. II: Moderne Funktionentheorie. Mit 44 Fi- 
suren im Text. Verlag von B. G. Teubner, 
leipzig und Berlin 1927. VII -- 366 S. Preis 
>) M 

Von diesem Werk ist der erste Band bereils 
1991 erschienen und in dieser Zeitschrift be- 
sprochen worden (s. Bd. 2 (1922), S. 158— 160). 
ie verstrichene Zeit von mehr als fünf Jahren 
ist leicht erklärbar: gerade die Funktionen- 
{theorie hat in der letzten Zeit ganz außer- 
‚rdentliche Fortschritte gemacht, sie hat so- 
wohl an Umfang wie an Vertiefung und Klä- 
ung bedeutend gewonnen. Der Verfasser hat 
den ersten, wohl kühn zu nennenden Versuch 
semacht, die wichtigsten Ergebnisse dieser Ent- 
wicklung lehrbuchmäßig und lesbar darzustellen, 
so daß der Forscher und Liebhaber der Funk- 
tionentheorie jetzt wirklich ein umfassendes 
l.ehrbuch hat, das weit mehr ist als ein ein- 
Yührendes Werk oder eine Monographie oder 
ein Enzyklopädiearlikel. Der Versuch kann im 
wesentlichen als gelungen bezeichnet werden: 
natürlich wird in einem solchen Falle immer 
der eine oder der andere ein ihm besonders 
nahestehendes Gebiet vermissen oder anders 
wünschen. Bei der Darstellung einer im Fluß 
befindlichen Wissenschaft wohl unvermeidlich. 
benso ist klar, daß bei der Fülle des Stoffes 
und dem keineswegs starken Umfang die Dar- 
stellung knapp sein muß. Das Buch verlangt 
einen Leser. der die Elemente, etwa nach dem 
ersten Band, gründlich studiert hat und nun 
die Teile des zweiten Bandes, die er lesen will, 
mit dem Bleistift in der Hand erarbeitet. 

Wir wollen jetzt versuchen, von der Fülle 
des Stoffes eine Vorstellung zu geben. Das 
Buch gliedert sich in acht Abschnitte Der 
erste behandelt die konforme Abbildung und ist 
srundlegend. Hauptinhalt ist der Beweis des 
Riemannschen Abbildungssatzes nach Metho- 
den, die dem Verfasser eigentümlich sind, 
durchaus funktionentheoreltischer Art. Die Zu- 
ordnung der Ränder wird dabei ebenfalls unter- 
sucht und endlich hat auch noch die Familie 
der schlichten Funktionen hier ihren Platz 
sefunden. Der zweite Abschnitt handelt von 
dien elliptischen Modulfunktionen, einem Gebiet 
der Funktionentheorie, das nicht nur an sich 
chön ist, sondern auch grundlegend für den 
ım fünften Abschnitt behandelten Picard- 
schen Satz. Der dritte Abschnitt beschäftigt 
ıch dann wieder mit einer größeren Funktio- 
enklasse, mit den beschränkten Funktionen. 
\Ian findet dort die Sätze von Schwarz, von 
Julia und Löwner, die Formel von Jen- 
sen und Nevanlinna, die Koeffizienten- 
Ibschätzung von Schur und den Satz von 
"atou. Endlich noch den Satz von Rieß 
(ber die Nullstellen am Rande und die Verall- 
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semeinerung des Vitalischen Satzes durch 
OÖOstrowski. Jetzt kommt im vierten Ab- 
schnitt das berühmte Uniformisierungsproblem: 
Man kann die Riemannsche Fläche jeder 
analytischen Funktion konform auf eine 
schlichte Kreisscheibe, das Endliche der Ebene 
oder die volle funktionentheoretische Ebene ab- 
bilden. Auch hier hat der Verfasser zur Be- 
wältigung dieses sehr allgemeinen und sicher 
nicht an der Oberfläche liegenden Satzes seine 
eigenen Methoden. Das bringt es mit sich, daß 
die Arbeiten eines anderen führenden Forschers 
auf diesem Gebiele etwas in den Hlintergrund 
treten müssen. Wie schon kurz gesagt, enthält 
nun der fünfte Abschnitt den Picardschen 
Satz und die verwandten Untersuchungen von 
Landau, Schottky und Julia. Der sechste 
Abschnitt handelt von den ganzen Funktionen. 
Hier liegen die grundlegenden Untersuchungen 
schon etwas länger zurück, gleichwohl gibt es 
vieles Neue zu berichten, z.B. die Unter- 
suchungen von Rolf Nevanlinna und Be- 
trachtungen über das asymptotische Verhalten 
im Unendlichen. Der siebente Abschnitt han- 
delt von der analytischen Fortsetzung. Zuerst 
kommen die Sätze von Vivanti, Borel und 
Dienes über das Vorhandensein singulärer 
Stellen am Rande, dann der Hadamardsche 
l.ückensatz mit dem Beweis von Ostrowski, 
Verallgemeinerungen dieser Sätze, ein Salz von 
Fabry, dann Untersuchungen von Szegö und 
anderen über Potenzreihen mit endlich vielen 
verschiedenen Koeffizienten, der Salz von 
Polya über Potenzreihen mit rationalen Koefli- 
zienten und endlich der Satz von Eisenstein 
aus dem Jahre 1854, der mit den vorigen neue- 
ren Untersuchungen in enger Verwandtschaft 
steht. Das letzte und achte Kapitel handelt 
von der Riemannschen Zetafunktion. Bei 
der Fülle von Untersuchungen gerade über 
diese Funktion können natürlich nur mehr 
wenige wichtige Dinge gebracht werden, so 
Hardys Satz über die nichttrivialen Null- 
stellen dieser Funktion. 


Berlin. G. Hamel. 876 


TULLIO LEVI-CIVITA e UGO AMALDI, 
lLezioni di Meccanica Razionale. Vo- 
lume Secondo. Dinamica dei Sistemi con un 
numero finito di Gradi di Liberta. Verlag 
Nicola Zanichelli, Bologna. Parte Prima. IX 
527 S. Parte Seconda. IX —- 684 S. 


Auf dieses große Werk über theoretische 
Mechanik, das in Italien im Erscheinen be- 
sriffen ist, möchte ich mit besonderem Nach- 
druck aufmerksam machen. Wenn es fertig ist. 
dürfte es neben Appells mecanique rationelle 
das einzige wirklich umfassende Lehrbuch der 
theoretischen Mechanik sein. Bis jetzt ist der 
erste Band erschienen, der Kinematik und 
Statik enthält und nun liegt der zweite Band 
in zwei Teilbänden mit zusammen über 1200 
Seiten vor, der die Dynamik der Punkte und 
starren Körper darstellt. Ein weiterer Band 
soll die Mechanik der deformierbaren Körper 
bringen, 
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Aus der ersten Gleichung erhält man eine 
Beziehung zwischen P und Q; die zwei letzten 
Gleichungen geben das Verhältnis der Stab- 
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Zu Il, 12: In Abb. 18 und Abb.22 muß für 
x =c, y=-0O die Spannung t=0,25 sein. Hat 
die normalgerichtete HRandbelastung einen 
Sprung p, so tritt an dieser Stelle die Schub- 
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Zu III, 15: Die Airysche Spannungsfunk- 
tion F cyInr genügt nicht; sie gilt nur 
dann für den Spannungszustand einer durch 
eine Einzelkraft belasteten Ebene, wenn »—=0 
ist. (Vergl. A. und L. Föppl, Drang und 
Zwang I], zweite Auflage, $ 44, Gl. (80)). 

Dortmund G. Weber. 881 

Erwiderung. Auf die Ausführungen von 
Herrn Dr. Constantin Weber habe ich 
folgendes zu erwidern: 

Zu I: Wie Herr Weber richtig behauptet, 
ist die in I, 3 (Zamm 3, 1927, S. 171) aufge- 
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stellte Isotropiebedingung leider nicht korrekt 
ausgeführt. 


Zu II: Die Singularität der Ecke ist in 
dem aperiodischen Bestandteil der Lösung 
mit enthalten. Für z=c, y—0 wird 

. 42 . a 
t=—025:—2, In Abb. 18 und 22 ist bei 
ST 


der Schubspannung an eine Schnittgerade un- 
mittelbar rechts neben der Ecke gedacht. 


Zu Il: Die in »A. und L. Föppl, Drang 
und Zwang«, I, $ 44, aufgestellten Gleichungen 
gehen nicht für »—=0 in die Spannungskom- 
ponenten der Airyschen Spannungsfunktion 
F=cylnr über. Die in III, 13, 14 durchge- 
führte Rechnung ist insofern nicht einwandfrei. 
als F=cylInr keine eindeutigen Verschiebungs- 
werte liefert. Als kompensierende Spannungs- 
funktion könnte F=(Ürpcos 9 eingeführt 
werden. 

Göttingen. W. Riedel. 88la 


Zur Theorie der zylindrischen Schalen 
und Bogeniträger. Zur Zuschrift von Hrn. 
Meißner-Zürich, Bd. 7 (1927), S. 507, be- 
merke ich folgendes: Die von Hrn. Pöschl 
(Bd. 7 (1927). S. 189 bis 198) nach der ein- 
und zweidimensionalen Theorie behandelten 
Beispiele stimmen in ihren Randbedingungen 
nicht überein. Will man mit Hilfe des an- 
seführten  Beispieles der  zweidimensionalen 
Theorie die eindimensionale Theorie prüfen, 
so ist N=0O und ®=0 zu setzen. Die ein- 
dimensionale Theorie gibt dann für diesen 
statisch unbestimmiten Fall: 


. as i (cos + sin I — —) . 
po R? 2 u 
Die Lösung der zweidimensionalen Theorie 
sibt bei Berücksichtigung aller trigonometri- 
schen Glieder: 
2 
ARE N, + - (cos ”+Y3sind®— —). 
po RK‘ a R' 2 re 
Für dieses statisch unbestimmte Beispiel trifft 
folglich meine Bemerkung in Bd.7 (1927), 
S. 420 zu. 


Dortmund. GC. Weber. 882 


Räumliche $pannungszustände in plasti- 
schen Körpern. Zu der Fußnote in dem 
Aufsatz von Hrn. Jenne,.S.18 bis 44 ds. Ban- 
des, legt Hr. F. Schleicher Wert darauf, fest- 
zustellen, daß er die in dieser Zeitschr. Bd. 6, 
1926, 8.199 veröffentlichte Erweiterung der 
IIypolhese der »konstanten Gestaltänderungs- 
arbeit an der Fließgrenzex bereits in seiner 
Probevorlesung an der Technischen Hochschule 
Karlsruhe am 8. Mai 1925 vorgetragen hat. 

887 


(Redaktionsschluß 21. April 1928.) 
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